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Presentacion

Este libro fue disefiado especialmente para un primer curso de Algebra y sus
aplicaciones del nivel medio superior. El enfoque fundamental de este texto es el
desarrollo de las competencias que deben caracterizar a un estudiante del nivel
medio superior, a quien se considera como ¢l gje principal en su preparacién
educativa. De esta forma, la presente obra contribuye a desarrollar los conoci-
mientos, las habilidades, las actitudes y los valores que distinguirdn al alumno al
concluir el estudio de este curso y que perduraran a lo largo de su vida.

Desde luego, el material de este libro servird como antecedente basico de
cursos posteriores de mateméticas, pero ademds agregard valor a la calidad edu-
cativa del estudiante al momento de vincularse con las demas dreas del conoci-
miento con la intencion de dar por resultado una formacién integral.

Otro objetivo de gran relevancia de este material es el de apoyar y facilitar la
gran tarea que realizan los docentes durante el curso para desarrollar una mejor
planeacion de los materiales didacticos en funcién del tiempo y de las necesi-
dades institucionales y sociales, en el marco de las teorias educativas que se
proponen elevar la calidad educativa de nuestros alumnos. Este libro, sin duda,
ayudara tanto a los profesores como a los alumnos a cosechar los mejores frutos
de su trabajo.

El libro propone en cada leccion actividades que se pueden llevar a cabo
de manera individual o con trabajo colaborativo. Se pretende ademds que el es-
tudiante asuma una actitud analitica, reflexiva, critica y de investigacion para
integrarse de una mejor manera a su entorno y a la educacion superior.

El contenido de la obra se distribuye en diez bloques, como lo establece el
programa de Matematicas I del bachillerato general. Cada bloque inicia con una
propuesta didactica que motiva a los estudiantes y a sus maestros a generar un
ambiente de analisis y reflexion que daré la pauta para que tanto unos como otros
se den cuenta de la posicion académica que ocupan en ese momento con respecto
a conocimientos previos y a las competencias que habrdn de desarrollar.

Los temas se exponen en funcién de actividades constructivistas para que
los maestros y los alumnos, o bien, los alumnos entre si interactiien y discutan la
pertinencia de los contenidos.

Al final de cada bloque se sugieren actividades con estrategias didécticas
que permitirdn tanto al maestro como a los alumnos reafirmar lo aprendido.



Competencias

El contenido del presente texto tiene como propésito fundamental desarrollar en
los estudiantes las siguientes competencias.

Competencias genéricas
El estudiante:

* Seconoce y se valora a si mismo, y enfrenta problemas y retos teniendo
en cuenta los objetivos que persigue.

» Es sensible al arte y participa en la apreciacién e interpretacion de sus
expresiones en distintos géneros.

»  Elige y practica estilos de vida saludables.

* Escucha, interpreta y emite mensajes pertinentes en distintos contextos
mediante la utilizacién de medios, cddigos y herramientas apropiados.

*  Desarrolla innovaciones y propone soluciones a problemas a partir de mé-
todos establecidos.

*  Sustenta una postura personal sobre temas de interés y relevancia general,
considerando otros puntos de vista de manera critica.

*  Aprende por iniciativa ¢ interés propio a lo largo de la vida.

*  Participa y colabora de manera efectiva en equipos diversos.

* Mantiene una actitud respetuosa hacia la interculturalidad y la diversidad
de creencias, valores, ideas y pricticas sociales.

* Contribuye al desarrollo sustentable de manera critica, con acciones res-
ponsables.
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Competencias

Competencias disciplinares
El estudiante:

Construye ¢ interpreta modelos matemdticos mediante la aplicacidn de
procedimientos aritméticos, algebraicos, geométricos y variacionales, para
la comprension y el anélisis de situaciones reales, hipotéticas o formales.
Formula y resuelve problemas matemadticos, aplicando diferentes enfo-
ques.

Explica e interpreta los resultados obtenidos mediante procedimientos ma-
temadticos y los compara con modelos establecidos o situaciones reales.
Argumenta la solucion obtenida en un problema con métodos numéricos,
gréficos, analiticos o variacionales, mediante el lenguaje verbal, matema-
tico y el uso de tecnologias de la informacién y la comunicacion.

Analiza las relaciones entre dos o més variables de un proceso social o
natural para determinar o estimar su comportamiento,

Cuantifica, representa y compara experimental o matematicamente las
magnitudes del espacio y las propiedades fisicas de los objetos que lo
rodean.

Elige un enfoque determinista o uno aleatorio para el estudio de un proce-
so 0 fendmeno, y argumenta su pertinencia,

Interpreta tablas, gréficas, mapas, diagramas y textos con simbolos mate-
miticos y cientificos.



Evaluacion diagndstica

Encuentra la solucién para cada una de las siguientes propuestas y andtala en la
columna de la derecha.

Propuesta Solucién

1. Escribe el equivalente de 1—51 en forma decimal.

2. Reduce i—: a su minima expresién,

3. Escribe =9 como una fraccién con denominador 1.

4. Resuelve 5

D |
W | w2

5. Encuentra el resultado de 3% + % :

6. Resuelwv §—§.
3 5

7. Encuentra el resultado de 5 % + % :

8. [Escribe 52.354 en forma expandida.

9, Escribe 5.21 como fraccion reducida.

10. Suma 535.42 +27.832.

11. Resta 341.23 — 128,90,

12. Multiplica 4.27 X 1.26.

12.356

13. Divide 231




x Evaluacién diagnéstica

(Continuacion)

14. Escribe 65.1% como decimal.

15. Escribe 0.25 como porcentaje.

16. Escribe % como porcentaje.

17. Escribe 25% como fraccion.

18. Encuentra una fraccién equivalente a i—g con denominador 5.

19. Encuentra el resultado de 9 + (—5).

20. Simplifica 9 — 5x -3.







Problemas aritméticos
y algebraicos

%%

Unidades de competencia

En este bloque se pretende que el alumno desarrolle las siguientes compe-
tencias:

-

Construir ¢ interpretar modelos aritméticos, algebraicos y graficos aplican-
do las propiedades de los niimeros positivos y las expresiones aritméticas y
algebraicas, relacionando magnitudes constantes y variables, y empleando
literales para la representacién y resolucion de situaciones y/o problemas
aritméticos y algebraicos concernientes a su vida cotidiana y escolar, los
cuales le ayudarin a explicar y describir su realidad.

Identificar las caracteristicas presentes en tablas, graficas, mapas, diagra-
mas 0 textos, provenientes de situaciones cotidianas, y traducirlas a un len-
guaje aritmético y/o algebraico.

Conocimientos

Al finalizar este bloque, el alumno habra adquirido los conocimientos que le
permitirin:

[ ]

.

Identificar formas distintas de representacién de niimeros positivos.
Identificar ntimeros decimales en distintas formas (enteros, fracciones,
porcentajes).

Jerarquizar operaciones numéricas al ejecutarlas.

Identificar y reconocer niimeros reales y variables algebraicas.

Identificar formas distintas de representacién de niimeros reales.
Calcular el valor numérico de una expresion algebraica.



Habilidades

Al finalizar este bloque, ¢l alumno habra desarrollado las habilidades que le
permitirdn:

Realizar operaciones aritméticas, siguiendo una jerarquia en ¢l orden de
ejecucion,

Utilizar mimeros decimales en forma de enteros, fracciones y porcentajes.
Emplear expresiones numéricas para representar relaciones.

Utilizar la calculadora como herramienta de exploracion de resultados.
Emplear expresiones algebraicas, usando literales, para representar rela-
ciones entre las magnitudes.

Establecer significados y propiedades de las diferentes representaciones
de los niimeros y las variables algebraicas.

Utilizar los sistemas y las reglas o principios medulares que subyacen en
una serie de fendmenos relacionados con los nimeros y las variables.
Describir expresiones verbales mediante formas algebraicas, y viceversa,

Actitudes y valores
Al finalizar este bloque, el alumno:

Apreciara la utilidad de los nimeros positivos y las literales para modelar
y/o solucionar problemas.

Mostrara disposicion para utilizar el cdleulo numérico al resolver proble-
mas cotidianos.

Aportard puntos de vista personales con apertura y considerard los de otras
personas al reflexionar sobre sus procesos de aprendizaje.

Indicadores de desempeiio
Se pretende que el alumno logre:

Calcular porcentajes, descuentos ¢ intereses en diversas situaciones.
Emplear la calculadora como instrumento de exploracién y verificacion de
resultados.

Representar relaciones numéricas y algebraicas entre los elementos de si-
tuaciones dadas.

Interpretar modelos aritméticos y algebraicos de situaciones diversas, con
nimeros positivos.

Solucionar problemas aritméticos y algebraicos relacionados con su vida
cotidiana.
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Propuesta de aprendizaje
525.50 \Venta Los precios de los combustibles Magna, Premium y Diesel son $8.35,
6293 Litros $10.25 y $6.05, respectivamente. Cuando se abastece un vehiculo,
Predio por titro (VA inchido) la pantalla de la méquina surtidora indica una venta de $525.50 y un
= = suministro de 62.93 litros. Con esta informacion, ;qué clase de com-
8.35 |10.25 | 6.05 i : :
viogns B ronss B 5o bustible cargé el vehiculo?

Actividad de investigacion

v" Investiga y comenta con tus compaiieros los precios de los com-
bustibles en tu comunidad y la variabilidad de éstos.

v" (Cémo es la situacién de México en términos de dependencia o
independencia econdmica en materia de hidrocarburos?

v (Qué alternativas energéticas hay en nuestro pais para sustituir
los hidrocarburos?

Propuesta de aprendizaje

El peso de un astronauta sobre la Luna equivale a L de su peso sobre

la Tierra. ;Cudnto pesard en nuestro satélite un astronauta que en la
Tierra tiene un peso de 92 kilogramos?

[ Autoevaluacion

La tabla que aparece a continuacion indica el estado civil de 26,000 personas
entrevistadas, y se pretende escribir los resultados en cifras porcentuales. Por
ejemplo, el primer renglén indica que del total de personas entrevistadas, 12,740
eran solteras, es decir,

12,740
26,000 =049 =49%
Realiza las operaciones necesarias y llena los espacios que faltan en la
tabla,
Estado civil Niimeros Porcentajes
Solteros 12,740 49%
Casados por primera vez 7,800
Casados més de una vez 1,300
Divorciados o separados 2,860
Viudos 260
Unién libre 1,040
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Niumeros positivos y su representacion

Como habras observado, en las actividades anteriores se utilizaron sélo mimeros
positivos y el cero. Pero, ademds, estdn escritos en el sistema decimal; por esta
razon, a todos se les llama mimeros decimales y pueden expresarse como ernfe-
ros, fracciones o porcentajes.

Enteros: 92 12,740 7,800

1
Fracciones: 525.50, 62.93, 6
Porcentajes  49%

Un niimero recibe su nombre por la forma en que esté escrito. Asi, tenemos
que
0.49 se llama fraccién decimal.

1
3 se llama fraccion comiin.
49% se llama porcentaje.

Conversion de fracciones

Para convertir fracciones comunes a fracciones decimales basta efectuar la divi-
sion correspondiente. Para ello, puedes utilizar tu calculadora.

5]
—=0.8333...
6

1 1
—_—= ‘2 =1 = =U. e
3 0.25 06, 3 0.3333

1
Las fracciones como §=0,3333.,. ¥ E=0.8333... se llaman periodicas
porque, como observaris, se repite un nimero decimal.

Las fracciones decimales periédicas generalmente se escriben con una pe-
quefia raya sobre €] nimero que se repite:

0.333...=0.3 0.8333...= 0.83

Si la conversion es de una fraccion decimal a una fraccion comin, escri-
bimos como numerador el decimal sin el punto y como denominador la unidad
fraccionaria que corresponda a la fraccion decimal dada. Por iltimo, se simplifi-
ca la fraccion comiin:

025=—= 0.125=——=

. 25 _1 125
10 100~ 4 1,000

|-
00| —
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Para convertir una fraccién decimal periddica en fraccion comiin se procede
de la siguiente manera:

Ejemplo:

Convierte 0.3333...= 0.3 en fraccién comin.

Solucion:
x=0.333... Se designa con x la fraccion periddica.
10x =3.333... Se multiplican por 10 ambos lados de la
igualdad.
10x=3.333
—x=0.333 Serestala primera igualdad de la segunda.
9x=3
3 1 . N .
x= 9 = 3 Se despeja x y se simplifica la fraccion.
Ejemplo:

Convierte 0.8333...=0.83 en fraccién comun.

Solucion:
x=0.8333... Se designa con x la fraccion decimal.
10x =8.333... Se convierte la fraccion mixta en frac-
cién pura.
100x =83.333... Se multiplican por 10 ambos lados de la
igualdad.
100x = 83.333...
—10x= 8.333... Se resta la primera igualdad de la
90x=75 segumia
_75 5

x= 26 Se despeja x y se simplifica la fraccion.

72 Para converiir porcentajes como 25%, procedemos a escribirlo como
ﬁ = 3 = (.25, lo cual se lee como 25 por ciento o0 25 centésimos.
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Jerarquia (orden) de las operaciones numéricas

Las operaciones basicas que nos permiten hacer calculos numéricos en matema-
ticas y combinar los numeros se llaman: adicion (+), sustraccion (-), multipli-
cacion (X), division (+). Pararealizar correctamente las operaciones matematicas, es
necesario jerarquizar su operatividad de la siguiente manera:

1. Se realizan las operaciones que estdn entre paréntesis de adentro hacia
afuera.

2. Seevalian todos los exponentes.

3. Serealizan las multiplicaciones y divisiones de izquierda a derecha.

4, Finalmente, se ¢jecutan la suma y la resta, también de izquierda a derecha.

Ejemplo:

Cdleulo de expresiones numéricas.
Calcula el valor de las siguientes expresiones matematicas.

a) 5-2+(7x3)
b) [21-(4+2)-5]+2

Solucion:
a 5-2+(7x3)=5-2+21 Primero, se multiplica 7 x 3.
=24 Se resta y se suma.
b) [21-(4+2)-5]+2=[21-6-5]+2 Se suma 4 + 2 y se elimina el
paréntesis.
=10 +2 Serestan 6 y 5 de 21.
=10 Se divide 10 entre 2.
Ejemplo:
Relacion de horas de trabajo.

Los profesores estadounidenses
laboran en promedio 201 horasala
semana, mientras que los mexica-
nos 282 horas. ;Qué porcentaje
de horas trabajan los profesores es-
tadounidenses en comparacion con
los profesores mexicanos?
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Solucion:
201=20.5 y 283=28.75 Convertimos las fracciones.

Para encontrar €l porcentaje, dividimos el nimero de horas que traba-
jan los profesores estadounidenses entre el nimero de horas que laboran
sus colegas mexicanos.

20.5
28.75

Porcentaje = =0.7130=71.30%

Los profesores estadounidenses laboran un 71.30% de la jornada labo-
ral de los profesores mexicanos,

Ejemplo:

Cidlculo de intereses.

Una institucion financiera ofrece cré-
dito a sus clientes con una tasa de in-
terés del 2.3% mensual fija.

a) ;Cual es la tasa de interés anual?

b) Si el impuesto al valor agregado
(IVA) sobre los intereses es del
15%, ;a cudnto asciende el costo
anual total (CAT)?

¢) (Cuénto dinero hay que pagar en un afio por un préstamo de
$112,0007

Soliccion:

a) Tasaanual = (2.3%)(12) = 27.6% = 0.276
b) CAT = tasa anual + 15% de la tasa anual

=0.276+(0.276)(0.15) = 0.3174=31.74%

¢) Pago total = $112,000 + 31.74% de los $112,000

=$112,000 +(3112,000)(0.3174) = $147,548.80
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g,

" Evidencias de aprendizaje

1. Habilidades. Efectia las operaciones necesarias y completa la tabla llenando los espacios vacios.

?
a) La fraccién 3 en forma decimal es equivalente a

b) Representa 0.250 en porcentaje.

¢) Como se escribe 35% en forma decimal?

d) Representa 75% en fraccién comin.

€) Escribe la fraccion 0.666...= 0.6 como fraccién comtn,

f) Escribe la fraccién 0.1666...= 0.6 como fraccién comun.
g) Obtén el valor de la expresion 5 + 3(12-5)—11.

h) Calcula el valor de la expresion 3[(7 —2) +4] —-8.

i) Encuentra el valor de la expresién 9 +3” =8 +5.

J) Calcula el valor de la expresién 4 X8 +2—3 (4 —2)+9 +3.
k) 100 kilémetros por hora en metros por segundo es
1) (A cuanto equivalen 2 litros en em®?

2. Escribe la fraccidn equivalente que aparece en blanco en cada circulo.

e

3. El 4rea total de la Tierra es de 5.098870x10° km®, Si el 70.8% de la superficie esté cubierto por agua,
calcula la cantidad de kilometros cuadrados que esto representa.
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4. Una institucion financiera ofrece crédito a sus clientes con una tasa de inte-
rés del 2.3% mensual fija. Calcula la cantidad que va a pagar un cliente en
un afio por un crédito de $100,000 si en la tasa de interés no estd incluido el
15% de impuesto.

Actividad de investigacion
Consulta los datos propuestos a continuacion:
1. La elevacion sobre el nivel del mar del Monte Everest.

2. La profundidad bajo ¢l nivel del mar del Mar Caspio.
3. La temperatura de congelacion del agua en grados Fahrenheit.

Nimeros reales

Los niimeros reales son todos los niimeros que conocemos y que podemos aso-
ciar con los puntos gréficos de una recta llamada recta numérica. Dichos puntos
se dividen en positivos y negativos segin estén a la derecha o izquierda, respec-
tivamente, de un punto que llamamos origen y que corresponde al cero.

I
I
5 6 7 8 9

o Nimeros reales negativos i Numeros reales positivos

Representacion o clasificacion de los nimeros reales. Los numeros reales se
pueden clasificar de la siguiente manera:

Nimeros naturales. Son los enteros positivos que utilizamos desde que apren-
dimos a contar de forma intuitiva o natural.

1,23,
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Nimeros enteros. Son los numeros enteros negativos, el cero y los enteros
positivos.

o i W .

Niimeros racionales. Son niimeros reales de la forma 2 donde a y b son ente-
ros y b#0. Las representaciones decimales de los numeros racionales pueden
ser finitas o no finitas y repetitivas. Por ejemplo, al realizar la division de los
siguientes niimeros, tenemos que

4 12

S=08, —Z=12, TT_3281818..,

5 1 55
donde los digitos 1 y 8 en la representacion 177 g repiten en forma
indefinida. 35

Nimeros irracionales. Son nimeros como J:_! =1.4142 o & =3.1416 que no
son racionales, es decir, que no se pueden expresar como cociente de dos enteros.

No existe un niimero racional alguno tal que &® = 2, pero si existe un irracional
2

como V2 , tal que (VE) =2,

Nimeros primos. Un entero positivo p diferente de 1 es niimero primo si sus

lnicos factores positivos son 1y p. Por ejemplo, son niimeros primos 2, 3, 5, 7, 11,
13, 17, 19,...

Representacion grafica de los nimeros reales

MNimeros reales

Nameros racionales Nimeros
4,177, 12, g31,0.13.. irracionales
5 B 1
w2, -6

‘ Nimeros racionales ‘

Enteros

‘Nﬁmeros irracionales

- —3,-2,-1,0,1,2,3,..

Naturales
1,2,3,...

Enteros

‘PositlvosE ‘ Cero ‘ [Negativos‘

No enteros

1
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Ejemplo:

Clasifica cada nimero real como natural, entero, racional, o irracional:

a) -5, )0, ¢) 025 d) 2

e) 0.101001000 ) 0.101001000...

Solucion:
Nimero Clasificacion
a -5 Entero negativo y racional
b) 0 Entero y racional
¢y 025 Decimal y racional
d) 2 Trracional
e) 0.101001000 Racional
f) 0.101001000... Irracional
Ejemplo:

Utiliza numeros reales para representar las siguientes cantidades:

a) Latemperatura minima de 6.7 grados centigrados bajo cero registrada
en San Juanito, Chihuahua, México, en el afio 2009,

b) La fecha de nacimiento de una persona registrada 120 afios a. C.
¢) La altitud del Monte Everest de 8,848 metros sobre el nivel del mar.

Solucion:

a) 6.7°C b) -120a.C. ¢) +8,848m

e,

ﬁ‘_‘ -5
Evidencias de aprendizaje

1. Conocimientos. Clasifica cada niimero real como entero, racional o irracional.

Nimero Clasificacion Nimero Clasificacion
a 21 ) 0.333...
by =2 dy 29
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2. Conocimientos. Determina si la proposicion es verdadera (V) o falsa (F)
escribiendo la letra correspondiente en la celda de la derecha.

a) Todo niimero entero es racional.

b) Un decimal que no se repite y no termina s un niimero
real.

¢) Todo niimero racional es un entero.

d) Todo decimal que no se repite y no termina es irracional.

€) Larepresentacion decimal de un niimero real nunca termina
ynunca se repite.

3. Conocimientos. Utiliza niimeros reales para escribir las cantidades dadas.

a) La ganancia de $20 millones de una empresa.

b) La profundidad de 400 metros del Mar Muerto bajo el
nivel del mar.

¢) Latemperatura de 5 grados bgjo cero en Ciudad Madera,
Chihuahua, México.

d) La pérdidade $20,000 de un inversionista.

Variables y expresiones algebraicas

Aunque es probable que ya estés familiarizado con las expresiones algebraicas,
vamos a sefialar de nuevo que, para representar las cantidades, en algebra se uti-
lizan mimeros y letras, a diferencia de la aritmética, que s6lo utiliza nimeros.

Las variables algebraicas son expresiones que sirven para representar los
cambios de valor que pueden adquirir las cantidades en un proceso de anilisis.

Una expresion algebraica es 1a consecuencia de la generalizacién que hace
el dlgebra al utilizar letras y nimeros, al tiempo que representa las cantidades y
las operaciones enire éstas; también suelen llamarse formulas algebraicas.
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Area= 1

Ejemplos:
Expresién
simbélica Enunciado verbal
242 Representa una regla que eleva al cuadrado una
cantidad y la multiplica por 2.
bxh Es el producto de dos cantidades.
x El cubo de una cantidad.
(a+by La suma de dos cantidades clevada al cuadrado.
_ El producto de la suma por la resta de dos
(FEINE=7) cantidades.
Jx La raiz cuadrada de una cantidad.
% La divisién de dos cantidades.

Las expresiones algebraicas nos sirven para representar dreas o volimenes,
procesos econdomicos, comportamientos de la naturaleza, y muchos otros fené-
menos y situaciones, como estudiaremos mds adelante.

______________

Volumen = I?

Velocidad de un
movil

Intereses devengados
por un capital

A= P(1+i)"
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Valor numérico de una expresion algebraica

Cuando en una expresion algebraica sustituimos las variables por niimeros y
efectuamos las operaciones correspondientes, 1o que estamos haciendo es calcu-
lar el valor numérico de la expresion.

Ejemplo:

Si se invierten P délares al r por
ciento, la cantidad de dinero A
al término de un afio es

A=P(l+r).

i Cuénto dinero se acumulard al
final del afio, si la inversién ini-
cial P es de $1,000 aunatasa de
interés » del 4.2%7

Solucion.

Si en la expresién A = P(1+r) sustituimos P por 1,000, y » por 0.042,
obtenemos el valor numérico de A:

A=1,000(1+0.042) =1,042 délares

Ejemplo:

La férmula para calcular €l volumen de una es-

fera es
1 3
V=-mr
3

Encuentra el volumen de una esfera de radio 3.

Solucién:

1
V= 3" 3y =97 Sustituimos r por 3.
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Ejemplo:

La conversion de grados centigrados a grados Fahrenheit se | <

realiza mediante la formula:

°F=§ °C+32

Convierte 30°C a la escala Fahrenheit.

Solucion:

°F = %(30°C)+32 ~86°C

p—

Evidencias de aprendizaje

1. Habilidades. Traduce los siguientes enunciados en expresiones algebraicas.

Enunciado

Expresion

a)

Lasuma de 3xy 7.

b)

Tres cuartos de una cantidad x menos 5.

c)

Una cantidad y disminuida por 2 mds 5 veces la
cantidad.

d)

Lasuma de p y g dividida entre la diferenciade p y q.

€)

El 4rea A de un rectangulo es ¢l producto de su base
b por su altura h.

f

La superficie § de una esfera de radio r.

g)

El cociente de x entre 1a suma de @ mis b,

h)

El voltaje ¥ de un circuito eléctrico es el producto de
la corriente I por su resistencia R.

La presion P de un fluido en un recipiente es la fuerza
F que ejerce sobre el drea 4.

)

La utilidad total P es igual al ingreso total R, menos
el costo total C.

k)

La temperatura Celsius (C) es cinco novenos de la
resta de los grados Fahrenheit () menos treinta y dos.
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2. Sustituye el valor de las variables dadas para caleular el valor de cada una de
las expresiones algebraicas correspondientes.

Enunciado

Expresion

Valor

a)

Cantidad de dinero 4 acumulado
al final del afio de un capital
P=%1,520 con una tasa de
interés » = 10% anual.

A=P(1+r)

b)

La equivalencia de 100 grados

centigrados en grados Fahrenheit,

F=="C+32

OF=

c)

El volumen de un cubo con lados
de 5 centimetros,

d)

El desplazamiento s de un

mévil que se desplaza con una
velocidad constante v =100 m/s
en un tiempo fde 10 segundos.

€)

El radio rde un circulo de
perimetro P =100 centimetros,

)

La hipotenusa & de un tridngulo
rectdngulo cuyos catetos @ y b
miden 3 y 4 respectivamente.,
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AUTOEVALUACION PARA EL BLOQUE 1

Considera tu desempeiio como estudiante e indica la frecuencia con que ocurre la
accion que se describe, anotando en el cuadro el nimero correspondiente.

® 0 Nunca ® 5 Algunas veces @ 10 Siempre

CONOCIMIENTOS
Después de estudiar el bloque, ;adquiriste los conocimientos que te permiten

» identificar los niimeros positivos en sus diferentes formas?

» identificar los niimeros decimales en sus diferentes formas?

» jerarquizar las operaciones numéricas?

» identificar los nlimeros reales y las variables algebraicas?

* calcular el valor numérico de una expresién algebraica?

HABILIDADES
Al finalizar el bloque, ;desarrollaste las habilidades que te permiten

» realizar operaciones aritméticas siguiendo su jerarquia?

+ utilizar nimeros decimales en sus diferentes formas?

+ emplear expresiones numéricas para representar relaciones?

+ utilizar en tu curso la calculadora como herramienta?

» emplear expresiones algebraicas para representar relaciones?

» establecer significados de las propiedades de los ntimeros y las
variables?

* construir y aplicar modelos aritméticos sencillos?

 utilizar los sistemas y las reglas de los niimeros y las variables?

* describir expresiones verbales con formas algebraicas y
viceversa?
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CALIFICACION. Cuenta el total de puntos que obtuviste en ambas tablas
y multiplica por 0.71. El resultado se interpreta de acuerdo con las siguientes
categorias:

Menos de 59 60 a 69 70a79 80 a 89 90 a 100

Deficiente Regular Bien Muy bien Excelente

Para autoevaluarte respecto a las actitudes y los valores, reflexiona sobre el
valor que agregaste a tu formacién educativa, desarrollo personal e interaccion
con los demas al estudiar el tema.
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Magnitudes y nimeros reales

Unidades de competencia

En este bloque se pretende que el alumno desarrolle las siguientes compe-
tencias:

-

Construir ¢ interpretar modelos aritméticos, algebraicos y gréficos aplican-
do las propiedades de los mimeros positivos y las expresiones aritméticas y
algebraicas, relacionando magnitudes constantes y variables, y empleando
literales para la representacién y resolucién de situaciones y/o problemas
aritméticos y algebraicos concernientes a su vida cotidiana y escolar, los
cuales le ayudaran a explicar y describir su realidad.

Identificar las caracteristicas presentes en tablas, gréficas, mapas, diagra-
mas y textos, provenientes de situaciones cotidianas, y traducirlas a un
lenguaje aritmético y/o algebraico.

Conocimientos

Al finalizar este bloque, el alumno habra adquirido los conocimientos que le
permitirin:

L]

Identificar distintas formas de representacién y operaciones con niimeros
reales.

Identificar los elementos de los subconjuntos de los niimeros reales.
Ubicar en la recta numérica los niimeros reales y sus simétricos, valor
absoluto y relaciones de orden.

Reconocer las propiedades fundamentales de las operaciones aritméticas.
Identificar distintas formas de comparacion y relacién entre niimeros rea-
les, tales como razones, tasas, proporciones y variaciones.



Comprender el significado de razon, tasa y proporcion.

Interpretar la propiedad fundamental de las proporciones.

Reconocer variaciones directas e inversas, asi como modelos de variacion
proporcional directa e inversa.

Calcular el valor numérico de una expresion algebraica.

Habilidades

Al finalizar este bloque, el alumno habra desarrollado las habilidades que le
permitirn:

Realizar operaciones con nimeros reales utilizando las propiedades
fundamentales.

Construir hipétesis y disefiar o aplicar modelos aritméticos y/o algebraicos
con niimeros reales.

Emplear las propiedades fundamentales de las operaciones aritméticas en
la resolucion de problemas tipo.

Utilizar razones, tasas, proporciones y variaciones.

Aplicar la propiedad fundamental de las proporciones.

Utilizar modelos de variacién proporcional directa o inversa.

Utilizar los sistemas y las reglas o principios medulares que subyacen en
una serie de fendmenos que implican razones, proporciones y tasas.

Actitudes y valores
Al finalizar este bloque, €l alumno:

Aportard puntos de vista con apertura y considerara los de otras personas
de manera reflexiva.

Promoveri el didlogo como mecanismo para la resolucion de conflictos.
Valorard la importancia de los nimeros reales para expresar todo tipo de
magnitudes (variables, constantes, discretas o continuas).

Apreciard la utilidad de los modelos matemadticos para describir situacio-
nes donde las magnitudes mantienen relaciones de variacion proporcional,
ya sea directa o inversa,
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Indicadores de desempeiio
Se pretende que el alumno logre:

-

Operar diferentes representaciones de los niimeros reales.

Usar las tecnologias de la informacién y la comunicacion como herra-
mientas de apoyo en su trabajo.

Emplear expresiones numéricas para representar relaciones entre magni-
tudes constantes.

Utilizar expresiones algebraicas para representar relaciones entre magni-
tudes espaciales variables.

Asignar significados a las expresiones en funcion de situaciones aritméti-
cas o algebraicas que representan.

Propuesta de aprendizaje
El lugar geométrico de una recta numeérica correspondiente a J2 se puede hallar
utilizando el teorema de Pitdgoras y dibujando un tridngulo rectingulo cuyos
catetos miden 1, como se muestra en la figura. Utilizando tu compads y las figuras
B y C, encuentra los puntos que corresponden a \E y \I{g respectivamente.

/[1". 1 J1
b — > | d '

142 2 3 0 12 2 3 0 1 2 3
Figura A Figura B Figura C
Secuencia didactica

Comenta con tu maestro y tus compafieros acerca del teorema
Pitdgoras y reflexiona la siguiente operacion algebraica.

P+(v2) =3

Propuesta de aprendizaje

A J

de

Cierto dia de diciembre, la temperatura que se registré en la ciudad
de Chihuahua, México, fue de +5 grados Celsius a las 7 a.m.; luego,

alrededor de las 2 p.m., 1a temperatura se modifico +8 grados, ya

alas 8 p.M?

las

8 p.M. se registro otro cambio de —4 grados. ;Cudl era la temperatura
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Secuencia didactica
Observa la siguiente recta numérica y reflexiona acerca del comportamiento de
la suma de los niimeros reales sobre ésta.

<&

TTPORNNPUING . oA RN

-20 -15 -10 -5 0 5.1 15 20 25 30

Representacion de los nimeros reales y operaciones

En el bloque anterior vimos ¢omo se representan los mimeros reales, los elementos
de sus subconjuntos y un avance sobre su operatividad y comportamiento. Ahora
nos ocuparemos de estudiar las operaciones y las propiedades fundamentales de
los niimeros reales.

Con el proposito de definir y analizar las operaciones y propiedades funda-
mentales de los nliimeros reales, designemos tres de ellos como a, by c.

Adicién (+) y multiplicacién ()

Operacion Propiedad Generalidad Significado
Cuando se suman dos niimeros, el
SAmmu s grd=lte orden es intrascendente.
- Los niimeros se pueden agrupar
adicion Asociativa a+(b+c)=(a+b)+c s nainaie.
Identidad 0= Sumar cero a cualquier cantidad
SR produce la misma cantidad.
okt s neextiva +(~a)=0 Sumar a una cifra su inverso
e gria= aditivo da por resultado 0.
Al multiplicar dos niimeros, el
Comimptates ab=ba orden carece de importancia.
0 La agrupacion de los términos en la
Asocia bec)=(ab
tya elac)=(cole multiplicacion es intrascendente.
Identidad al=a Multiplicar mmlquler'numer? por 1
e da por resultado el mismo niimero.
Multiplicacién ' Multiplicar un niimero diferente de
Inversa o reciproca a (— ]: 1 cero por su reciproco multiplicativo
o da como resultado 1.
Multiplicar un niimero y la suma
b+c)=ab+ i i ipli
Toisteibitiva a(b+c)=ab+ac de dos cifras equivale a multiplicar
cada cifra por el nimero y luego
(a+b)c=ac+be sumar los resultados.




24  Matemiticas I Algebra

Sustraccién (-) y divisién (+)

Definicion Significado Ejemplos
a-b=a+(-b)
a se llama minyendo Para restar un'nﬁmero de otro se 5-12 =5+(=12)==7
b se llama sustraendo suma ¢l Ilegatlvo.

El resultado de @ — b es 1a resta.

a+b=a. %]=a-b‘l; b0
a se llama numerador

b se llama denominador

La divisién de a y b también
suele expresarse como a/b, o
bien, % ; el resultado se llama
cociente.

Para dividir un nimero entre otro
diferente de cero, se multiplica
por el reciproco.

Como 0 no tiene inverso
multiplicativo, a/b no estd
definida para b =0 asi que

la division entre cero no estd
definida.

Por esa razon, los ntimeros reales
en la division no tienen propiedad
de cerradura.

12+4=12-(1]=u-4~1
4

Propiedades de los cocientes

Propiedad Ejemplos
a c 1 3
2= siad=be —= e 1:15 =3.5
b d 5 15 PoCHC
ad_a ad 2
bd b 2.4 2
e SN S _5_.3
-b b b -7 7 5
a ¢ a+c 3 5 3+5 B8
—_— = -t ==
b b b 9 9 9 9
£+£=ad+bc _2_+§=2-4+5-3=8+15=§
b d bd 5 4 5-4 20 20
ac_ac 4312
b d bd 57 325
a ¢ ad ad 3 2 37 21
— = ——=— SRRl R
b d b c be 4 7 42 8
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Reglas para sumar niimeros reales

1. Numeros con el mismo signo: Suma los ntiimeros sin considerar el signo y
antepon el signo comiin al resultado.

2. Numeros con signos diferentes: Sin considerar el signo, resta el nimero
menor del mayor y coloca el signo del nimero con mayor valor numérico
al resultado.

Ejemplos:

1. Suma de nimeros reales con el mismo signo.

a) 5+8=13 Se asigna el signo comun +.
b) =5+(-8)=-13 Se asigna el signo comun —.
2. Suma de nimeros reales con signos diferentes.
a) -5+8=(8-5)=+3 Se asigna el signo positivo.
by 5+(-8)=-(8-5)=-3 Prevalece el signo negativo.
c) -53+24=-(5.3-24)=-29
5 -3.6_,(6.3),3
55 55 5
o 34[_6)_(6_3).3
5 5 3 5 5
3. Resta de nimeros reales.
a) 7-13=7+(-13)=—(13-7)=-6 Se suma -13.
b) -7T-13==-7+(-13)=—(13+7)=-20
c) =-7—-(-13)=-T+13=H13-T7)=+6
d)y -35-(21)=-35+2.1=-14
3 5.3, 5 8
== == =2
9 3 ( 4) 474 3
4. Aplicacién. Una persona camina 50 metros hacia la derecha desde el

punto A; en seguida retrocede 30 metros en la misma direccion, y lue-
go otros 42. ; A qué distancia y direccién del punto A se encuentra al
final del recorrido?

(Continua)

25
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(Continuacion)
En este caso, la recta numérica es de gran utilidad para encontrar la res-
puesta; el final del recorrido estd a 22 metros a la izquierda de A.

[ =

" Evidencias de aprendizaje

1. Conocimientos. Escribe a la derecha de cada igualdad la propiedad correspondiente.

igualdad Propiedad

x+5=5+x

3+0=3

125 +(~125) =0

x+y+2=(x+2)+y

Tx=x(7)

la=a

x(yz)=(yz)z

(x+yHw+z)=x(w+z)+ y(w+z)

2. Habilidades. Escribe a la izquierda un ejemplo de cada propiedad indicada.

igualdad Propiedad

Conmutativa de la adicién

Conmutativa de la multiplicacién

Asociativa de la adicion

Identidad de 1a adicion

Inversa de la multiplicacién

Asociativa de la multiplicacién

Distributiva de la multiplicacién

Identidad de la multiplicacién
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3. Habilidades. Efectiia las operaciones indicadas.

a) 5+5= by (-3)+1= c) 6+(-4)=

dy (D+(=5)= e) 2+(=2)= f) (-16)+13=

g 21+(-4)= By -11+9= ) 1N+ =

J} =36+57= kY -89+(23)= N -32+(-53)=

m) —45+8.7= n) 14+(-9.7)= 0) -27+(4.5)=
= 8 kA et 1S 0

p) + q) = r) “+( “]

o L. 21 ot 1
S) -——+t—= f} —§+(—§]— lt) 3+6
Aplicaciones

1. Eltipo de cambio del délar estadounidense con respecto al peso mexicano
a principios de enero de 2009 fue de 13.20 pesos por dolar. A lo largo de
ese mes registro las siguientes variaciones: +0.35, +0.20, —=0.23, —0.05,
=0.55. Completa la siguiente tabla para conocer el precio del délar des-

pués de cada variacion.

Nimero de variaciones 1 2 3 4 5
Precio antes de la

variacion s 20

Variacion +0.35 +0.20 -0.23 —-0.05 -0.55

Precio del dolar después
de la variacion

2. En cierta region de la sierra Tara-
humara en Chihuahua, México,
la temperatura m4s alta que se ha
registrado es de +35°C Por otra
parte, la temperatura més baja
registrada ha sido de —25°C En-
cuentra la diferencia entre estas

dos temperaturas.
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Multiplicacion y division
Reglas para multiplicar y dividir nimeros reales

1. Cuando se multiplican o se dividen dos niimeros con los mismos signos,
el producto y el cociente, respectivamente, son positivos.
2. Cuando se multiplican o se dividen dos nlimeros con signos difererites, €l
producto y el cociente, respectivamente, son negativos.

Ejemplos:

1. Determinacién de productos.

a)

b)

c)

d)
e)

)

b)

5:7=35
9-(-3)=-27
(-8)(-4)=+32

(2.1)(-3.5)=-7.35

(-2.8)(—4.7) = +13.16

Bas

Tienen el mismo signo; €l produc-
to es positivo.

Signos diferentes; el producto es
negativo.

Signos iguales; el producto es po-
sitivo.

Signos iguales; el cociente es po-
sitivo.

Signos diferentes; el cociente es
negativo.

Signos iguales; el cociente es po-
sitivo,

Esto significa que 3 1o esta defi-
nido, no existe.

Se multiplica por el reciproco.



3. Aplicaciones. Una persona co-
me un trozo de camme y dos rebana-
das de pan que le proporcionan 50
y 65 calorias, respectivamente. Si
un atleta consume 15 calorias por
cada minuto que corre, y realiza una
carrera durante 23 minutos, jcudl es
su ganancia o pérdida de calorias?

Solucién:
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Calorias ganadas = +50 %xl trozo +65 p%)d panes = 180 cal

Calorias perdidas = —15 cal
minuto

%23 minutos = —345 cal

Resultado = 180 cal +(~345) cal = ~165 cal

—_—

Evidencias de aprendizaje

29

1. Habilidades. Efectia las operaciones indicadas.

a) (-10)-4= by 7-(-3)4)= ) 6-4)=

d) (-22)(-5.3)= €} 32(2.5)= f) (-16)13=

g 21(-4)= k) -11(52)= i) (2D+(+7)=

j) —50+5= B —0+8= ) -5+0=

m) 0+7= n) —20+(—4)= o) 30+(-5)=
4)8 3(2) (s

P) [_§J§= ) Z[?)_ g 11( 11)
i 2. [ 2) R

D T§Ta" ! 'E"['E)‘ e
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Aplicaciones

1. Una persona come dos trozos de carne, cada uno de los cuales le pro-
porcionan 50 calorias. Al nadar, consume 7 calorias por minuto, y nada
durante 12 minutos. ;Cudéntas calorias gané o perdi6?

2. Un atleta come dos trozos de carme que, en conjunto, le aportan 100 calo-
rias. ;Cudntos minutos tendrd que correr para consumir las calorias que le
aporta esa racion? NoTa: Recuerda que el consumo de calorias al correr es
de 15 calorias por minuto.

3. Cierto automovil puede alcanzar su maxima aceleracion de 0 a 100 kilo-
metros por hora en 3.3 segundos. ;Cuél fue la aceleracion promedio de
este automovil? noTa: La aceleracién media de un mévil se calcula con la
expresion:

Velocidad final ~ Velocidad inicial
——— —f—

4. El costo de una llamada en una compaiiia de teléfonos celulares es de

-,
$2.50 por minuto los primeros 3 minutos, y de $0.75 por cada minuto
adicional. ;Cudl es el costo de una llamada de 5 minutos?
4
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5. El costo de tres libros diferentes para un estudiante de bachillerato fue de
$120, $115 y $105. ;Cuaél es el precio promedio por libro?

Simétricos o inversos aditivos de los niimeros reales

En la recta numérica podemos observar que por cada mimero positivo existe un ni-
mero simétrico negativo, estos numeros se llaman inversos aditivos o simétricos.

Numeros negativos Numaros pas:twos
L

A 4

- | | (] !

s, ST | ) I 1 ] 1

_a__g/‘-s-a:/-'a-zq 12345\67
_51

Inversos aditivos o simétricos

Valor absoluto de un niimero

El valor absoluto de un niimero a se indica con el simbolo | a ‘ y denota el nume-
ro de unidades entre el origen y 1a magnitud de a sin tomar en cuenta la direccion.
E1 valor absoluto se define como sigue:

a a
— ee———

0 ]
Si a=0, entonces |a|=a Si a<0, entonces | a|=-a

Ejemplos:

[5|=5, porque 5>0

[5|=-(-5=5 porque -5<0
[V5-5=5-5, porque 5-5>0
V5-5|==(¥5-5), porque V5-5<0

En general, se puede decir que |a‘ = |—a‘ para todo nimero real a.
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Relaciones de orden entre niimeros reales

1. Sia es positivo, entonces —a es negativo.
2. Siaes negativo, entonces —a €8s positivo.

En la siguiente tabla definimos las relaciones posibles que se pueden dar entre
dos nlimeros reales g y b. Como observarés, se incluyen los simbolos mayor que
(>) y menor que (<). Estas relaciones se llaman desigualdades.

Notacion Definicion Terminologia

a>b a — b es positivo a es mayor que b

a<bh a — b es negativo a es menor que b
Evidencias de aprendizaje

1. Habilidades. En la siguiente recta ?rfumérica marca con un punto y escribe los
niimeros simétricos de —7, 5, —21, 23y o,

| | I |
| T 1
8 -7 6 -5 4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

2. Conocimientos. Encuentra

5 1
ayls b H a2 - e -3
3. Completa la siguiente tabla.
Notacion Definicion Terminologia
9>5 porque 9 — 5 es positivo 7 es mayor que 5

3<5

10 es menor que 13

porque 5 — 8 es negativo

-5>-1
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Maximo comiin divisor (MCD) y minimo comiin miltiplo (MCM)
Reflexionemos en la siguiente situacion:
Una modista tiene dos cortes de tela de 36 y 48 m, respectivamente, y quiere

dividirlos en trozos iguales y de la mayor longitud posible. ;Cudl sera la longitud
de cada trozo?

'y

Y

F Y

Y

Una forma practica de encontrar la solucion de la situacion anterior es des-
componer primero los nimeros implicados en sus factores primos.

Los factores primos de un niimero se encuentran al dividir el niimero com-
puesto entre el menor de sus factores primos y asi sucesivamente hasta llegar ala
unidad. Por ejemplo, descompongamos 36 y 48 en sus factores primos.

36 | 2 48 | 2
18 | 2 24 | 2
93 12 | 2
3|3 6| 2
1 3 3
1
Los factores primos de 36 son Los factores primos de 48 son
2233 =22.32=36 22923 =24-32=48

Miximo comiin divisor (MCD). Es el niimero mayor de los divisores enteros
comunes a esos niimeros. Por gjemplo, el maximo comn divisor de 36 y 48 se
obtiene de la siguiente manera.

Se descomponen los niimeros simultineamente en sus factores primos y en
seguida se buscan los factores que tengan en comtin los nimeros descompuestos;
¢l producto de éstos es el MCD.

36 48
18 24
9 12| 2
9 6|2
‘:: ? @ El MCFD dq 36-{48:.35 223 =12 y es la respuesta
1 a la situacion anterior.

Esto significa que cada trozo de tela recortado debe medir 12 metros.
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Minimo eomiin miiltiplo (MCM). Es el menor de los miiltiplos enteros comu-
nes a un grupo de niimeros compuestos, es decir, es el nimero menor que puede
dividirse exactamente entre todos esos nimeros. Por ejemplo, el MCM de 36 y
48 se obtiene multiplicando todos los factores primos de ambos.

- b3

L) L) b B B B

EI MCM de 36 y 48 es 2-222:33 = 2¢- 32 = 144

—Cwooo®ds
mawoniE

Propuesta de aprendizaje

La compaiiia que produce cierto edulcorante bajo en calorias afirma que 4 onzas
de su producto equivalen a 1 libra (16 onzas) de aziicar normal.

a) Representa esta afirmacion con una expresion aritmética.

b) ;Qué puede decirse de esta comparacién?

Razones, tasas y proporciones

Razones. La palabra racional se toma del concepto matemdtico de razén, que
significa comparar dos cantidades o dos nimeros. Esta comparacion se puede
realizar de dos maneras diferentes: una por diferencia y otra por division.

De esta forma, en la actividad anterior puede responderse diciendo que el
poder edulcorante del producto anunciado es 4 veces mayor que el del azicar, o

bien, que hay una razén entre ellos de 4 a 16. Esta razon puede expresarse como
la fraccion E = i =25% . En conclusion, se necesita sélo 1 cucharada del edul-
corante o 4 cucharadas de aziicar para producir el mismo efecto.

Razon aritmética Razon geométrica
-k C-g+b=a:b
, b
Estase presenta cuandola Se presenta cuando la comparacién se
comparacién se realiza por medio de | eypresa por medio de una divisién,
una diferencia.
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En una razén, los términos reciben el nombre de antecedente (““a’
ro y consecuente (“b™) el segundo.
En la vida cotidiana, l1as razones como modelos matemdticos son de uso muy
frecuente y tienen gran importancia.

") el prime-

Ejemplos:

1. ;Qué parte de 50 es 23.57
Solucion:
Dividimos 23.5 entre 50:

i =047=47%
50

2, ;Entre qué nimero debemos dividir el 30 para que nos dé 60?
Solucion:

Llamemos x al nimero que deseamos conocer. De esta forma,

30_g
x
Luego, si consideramos los reciprocos
x 1 30 1
lo tanto, x=—===0.5
30 60’ PO TG
5
3. (En cuénto debe venderse un articulo que cuesta 7 de su valor origi-
nal de $1407?
Solucion:

5
Esto significa que debemos multiplicar = por 140

5 140 (5}(140)
1 (7N

4. ;Cudl es larazon de 60 centavos a 2 pesos?

= (140) =100 pesos

Solucién:
2 pesos es igual que 200 centavos; por lo tanto, la razén es:

LI
200 10
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_
e

r' Evidencias de aprendizaje

Trabajo colaborative. Forma con tus compafieros un grupo de cuatro integrantes y resuelvan las siguientes
situaciones.

Situacion Solucidn

2
1. ;Qué parte de 69 es 5?

4
2. ;Cudnto pierde de su valor un automdvil que se vende a 5 de su
valor original, el cual fue de $100,0007

3. Un vendedor tiene que recorrer el primer dia las ; partes de
105 km y el segundo dia 3 de lo que le resta. ;Cuénto le falta
por recorrer?

4. Tres socios se van a repartir $900,000; el primero y el segundo
recibirin g y % del total, respectivamente. ; Cudnto recibiri el

tercero?

3 2
5. Luego de cortar 11 y E de una tabla de madera, la longitud de
ésta ha disminuido en 78 em. ;Cudl era su longitud original?

6. En una escuela preparatoria, el nimero de alumnos respecto
de las alumnas es de 1 Si el total de estudiantes es de 2,000,
({cuantos estudiantes mujeres y hombres hay?

7. Las ventas de un combustible A respecto de las del combustible
B estdn en la razdén 3 Si mensualmente se venden 9,000 litros
en total, ;jcudntos litros se venden de A y cudntos de B?

8. Ellargoy el ancho de un rectdngulo estdn en larazon de 5:4.
Si su perimetro es de 100 cm, determina las medidas de largo y
ancho.

9. Un estudiante contestd correctamente 25 de 30 preguntas en un
examen. /Cudl es la razdn de preguntas incorrectas al niimero de
correctas?

Tasas. Una tasa es una razén que compara dos cantidades que tienen unidades diferentes. Con frecuencia, el
porcentaje que produce un capital se conoce como tasa de interés.
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Ejemplo:

El chofer de un automévil afirma
que su vehiculo puede recorrer 720
kilémetros con 50 litros de com-
bustible. ;Cudl es la tasa de rendi-
miento del automovil?

Solucion:

720 lﬂIl km
imi = =144
Tasa de rendimiento 501 %

Ev

idencias de aprendizaje

37

Habilidades. Resuelve las siguientes situaciones.

Situacion

Respuesta

dosis prescrita es de 80 mg cada 8 horas?

1. ;Cudl es la velocidad de reaccién por hora de un analgésico si la

mensual es de $15,0007

2. ;Cuénto gasta diariamente una familia, si la estimacién de gasto

3. El crecimiento de un cultivo de bacterias es de 500 cada hora.
Calcula el crecimiento por minuto.

4. Un restaurante te ofrece cortesias en el consumo de tu primera
visita de 2Xx1 o 3% 2. ;Cudl te conviene mas?

5. Un automovilista afirma que su vehiculo puede recorrer 500
kiloémetros con 40 litros de combustible. ;Cual es 1a tasa de
rendimiento del automovil?

Propuesta de aprendizaje

Un trabajador A puede hacer un trabajo en 3 dias, mientras
que otro empleado B afirma que lo puede realizar en 2 dias.
;Cudntos dias tomaria a ambos laborando juntos completar el
trabajo?
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Secuencia didactica

1
v" Eltrabajador A realiza 3

v El trabajador B reahza ! del trabajo en un dia.

del trabajo en un dia.

v" Ambos trabajadores termman en x dias, y en un dia hacen — del trabajo.

v Por lo tanto, lo que pueden hacer los dos trabajadores en un dm es:

2

W | =
b | =
=

v" Conel apoyo de tu maestro, despeja x en la igualdad anterior y recuerda cémo
se llama la igualdad de estas razones.

Proporciones. En matemadticas, la igualdad de dos razones se 1llama propor-

¢iom; por gjemplo, — , lo que también se puede expresar como 3:4 = 12:16,

416’
yselee“Jesadcomo 12esa 16”.
: .. a_c o
En general, si tenemos la proporcién b = FE que puede expresarse también

como a:b=c:d,los términos a y d se llaman extremos, mientras que b y ¢ son

los medios.
Extremos
a:b=c:d
H—i
Medios

Propiedad fundamental de las proporciones. La propiedad fundamental de
las proporciones dice que el producto de sus extremos es igual al producto de sus
medios, es decir,

ad =bc
Con todo esto, 1a solucién de la situacién de los trabajadores A y B de la
actividad anterior es la siguiente:
Tenemos la proporcion

1 1 1

gl

3 2 x

[6)-%+ [6]%=%[6] Multiplicamos cada término
por el MCM,

2+3= g Simplificamos.
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5=8
x
5x=6 Propiedad fundamental de las
proporciones
6
x= §=1.2 Despejamos x.

Esto significa que ambos trabajadores realizan el trabajo en 1.2 dias (1 dia
y 4.8 horas).

Ejemplos:

x 58
1. Enla proporciéon - 7 encuentra el valor de x.

Solucion:

Utilizamos la propiedad fundamental de las proporciones:
7x =(14)(58)

(14)(58)

x=f= 116 Simplificamos.

2. En seguida se muestran dos tridngulos semejantes cuyos lados se miden
en centimetros. Encuentra el valor del lado z del tridngulo de 1a derecha.

Solucién c

Como los tridngulos son z
semejantes, sus lados
correspondientes tienen 4 4

- X
que ser proporcionales.

A B X Y

Wi Wi e

Simplificamos.

Wk Wl

N
1l

—
tud
e
I
]

Despejamos z.

En geometria, las figuras que tienen
la misma forma pero no necesa-
riamente el mismo tamafio se llaman
figuras semejantes.

(Continiia)
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(Continuacion)

3. Supén que corres con el viento a tu favor y recorres 10 km. Piensas que
de regreso hards el mismo tiempo, pero jsorpresa! solo recorres 8 km en
ese lapso. Por supuesto, €l viento corria a 2 km por hora. ;Cuil seria tu
velocidad v si el viento estuviera tranquilo?

Solucion:

Llamemos v+2 a tu velocidad en un %

sentidoy v—2 a tu velocidad en senti-

do contrario cuando sopla el viento. v=2
Si el viento estuviera tranquilo, ha- <=

rias el mismo tiempo en un sentido que
en sentido contrario:

f = i
Sty —_——
Tiempo de ida Tiempo de regreso

Recordemos que €l tiempo se obtiene dividiendo el desplazamiento entre
la velocidad. Por lo tanto,

108
v+2 v=2
10(v-2)=8(v+2)  Propiedad fundamental de las proporciones.

Igualamos los tiempos.

10v=20=8v+16 Simplificamos.

10v—-8v=16+20 Trasponemos términos.
2v=36
36
v= i =18 Despejamos v.

Por lo tanto, tu velocidad con el viento tranquilo es de 18 km por hora.

,f: Y
' Evidencias de aprendizaje

.. X _ 58
1. Resuelve la proporcién 4= 100"
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2. Un automévil recorre 100 kilémetros con 8 litros de gasolina. ;Cudntos
litros necesita para recorrer 370 kilémetros, que es la distancia de Chihua-
hua a Ciudad Judrez?

3. Unreloj se atrasa 3 minutos en una semana. ;jCuéanto se atrasard en un afio?

4. Una superficie rectangular mide 2.5 metros de ancho por 5 metros de largo.
(Cuanto se debe variar el largo para que el ancho sea de 2 metros sin que la
superficie cambie?

2.5 A 2 A

5. Si 20 libras de manzanas cuestan 1.80 ddlares, jcudnto cuestan 28 libras de
manzanas?
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6. Dos tridngulos son semejantes y sus lados se miden en centimetros. Encuen-
tra el valor del lado x del tridngulo de la izquierda.
x 4
8 8
9 6
/ 7. Encuentra ¢l valor de x en la figura mostrada.
4
2
9 ple—x
Propuesta de aprendizaje
Completa la siguiente tabla que indica el sueldo de un trabajador que gana $75
diarios; después, grafica los resultados de la tabla. Desarrolla un modelo alge-
braico que te permita calcular directamente cualquier numero de dias laborados
y el sueldo mensual correspondiente.
Sueldo ($)
Dias de trabajo 1 A
Sueldo 75
150
75
0 1 2 3 4 Dias

Cuando en matemadticas dos cantidades variables estin relacionadas de for-
ma que una siempre es un miltiplo constante de la otra, se dice que ocurre va-
riacion directa.

Variacion directa
Si x y y estin relacionadas mediante la expresion algebraica

y=lhx
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donde k#0 se dice que y varia en forma directamente proporcional a x, y la
constante & se 1lama constante de proporcionalidad. Esto significa que cuando x
aumenta o disminuye, y aumenta o disminuye en la misma proporci6n.

Ejemplos:

1. a) Escribe una ecuacion que exprese que P es directamente propor-
cional a F.
b) SiP=350y F=35, determina la constante de proporcionalidad k.

Solucién:
a) Laecuacion que expresa la proporcionalidad directa de Py F es
P=kF

P
b) Al despejar y sustituir obtenemos la constante: k= s 10

2. La ley de Hooke establece que la fuerza necesaria para mantener un
resorte estirado x unidades mas alld de su posicién natural varia en
forma directamente proporcional a x. Una fuerza de 20 libras alarga el
resorie 4 pulgadas.

a) Escribe una ecuacién que
relacione la fuerza aplicada
con la distancia alargada x,
y determina la constante de

proporcionalidad k. :
b) Cudnto alargari el resorte ———l =
una fuerza de 30 libras? Equilibrio Z I
4 Pulgadas
Solucidn: Y. V.
a) x es la distancia que se alar- F=fuorza

ga el resorte; F es la fuerza
que estira el resorte.

Como la fuerza varia en forma directamente proporcional con lo que se
estira el resorte,

F=lkx entonces, k=

F -
= =3, lo cual implica

20
4
que la ecuacién buscada es F' = 5x.

b) Si F=30 libras, la distancia que se alargard el resorte es:
- F 30

~=""=6 pulgadas.
5 5 pu 5

(Continua)
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(Continuacion)

3. Durante una tormenta vemos el relimpago antes de oir el trueno por-
que la luz viaja a mayor velocidad que el sonido. La distancia entre tu
posicion y el centro de la tormenta varia directamente con el tiempo
que transcurre entre ¢l instante en que se ve el relampago y el momento
en el que se escucha el trueno.

Suponiendo que el trueno de una tormenta, cuyo centro esti a 1,646
metros de distancia, se escucha 5 segundos después de que se ve el relam-
pago, determina la constante de proporcionalidad y escribe la ecuacién de
la variacion.

Solucion:

Llamemos ¢ al tiempo que transcurre entre el instante en que se ve el re-
limpago y el instante en que se escucha el trueno, y d la distancia entre la
tormenta y la posicién que ocupas. Por lo tanto, como la variacién entre

estas variables es directa,
d=It
1
entonces, k = g = % =330, Al sustituir este valor en d = kt, obtenemos
la ecuacion de 4 en funcién de ¢
d=330¢

Variacion inversa
Six y y son dos cantidades variables y estdn relacionadas mediante la expresion
algebraica

y=k=
X

donde & #0, se dice que y varia en forma inversamente proporcional a x,y la
constante k se llama constante de proporcionalidad. Esto significa que cuando x
aumenta, y disminuye en la misma proporcién o viceversa.

Ejemplos:

1. Escribe una expresion que describa el hecho de que u es inversamen-
te proporcionalav. Si u=3 y v=35, determina el valor de la constante
de proporcionalidad.
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Solucién:

1
Primero, escribimos la expresiéon # =k —; luego, sustituimos los valores
de uydewv: ¥

1
=k 50y al multiplicar la igualdad por 5 tenemos que k= 15.

2. Ley de Boyle. Cuando un gas se comprime a una temperatura cons-
tante, la presion del gas es inversamente proporcional al volumen del
mismo.

Observa en la grafica adyacente que si el gas se comprime a la mitad
de su volumen, la presion se duplica.

Volumen‘

>

taf—

L.

= -
10 20 30  Presién

3. La presion P de un gas es directamente proporcional a la temperatura
T e inversamente proporcional a su volumen V.

a) Escribe una ecuacion que exprese el enunciado anterior.
b) Si 100 litros de gas ejercen una presion de 33.2 kilopascales (kPa)
a una temperatura de 400 grados Kelvin, determina la constante

de proporcionalidad.
Solucién:

T
P=k=
a) v

400 °K

b) 332kPa=k Sustituimos valores.
100 /
k= (32 ikPa)100]) _ 8.3 kPa-1 Despejamos k.
400°K °K
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Evidencias de aprendizaje

1. En la siguiente tabla escribe una férmula algebraica que exprese el enunciado
y luego utiliza la informacién dada para determinar el valor de la constante de

proporcionalidad.

Enunciado

Formula

k

a)

R varia directamente con /. Si R =4, entonces, [=32.

b)

z varia inversamente con u. Si z= 5, entonces, u= 2.

c)

yes directamente proporcional a x. Si x = 3, entonces,
y=32

d)

W varia inversamente con 7, Sir= 6, entonces, = 10,

€)

S varia directamente con p y g. Si §= 1, entonces,

1
=4 =—
p Y¢q 2

2. Marca con ¢l simbolo v la celda correspondiente para indicar si las magnitu-
des son directamente proporcionales o inversamente proporcionales.

Enunciado

Variacion directa

Variacion inversa

La calificacién y el desempefio escolar

La velocidad y el tiempo de un automévil para
recorrer una distancia dada

El gasto de energia eléctrica y el nimero de lamparas

Un trabajo determinado y el nimero de empleados

3. Expresalaley de Hooke como una ecuacion. Si un resorte tiene una longitud
natural de 10 cm y se requiere una fuerza de 40 newtons (N) para mantener el
resorte estirado a una longitud de 15 e¢m, calcula la constante del resorte.

15¢cm
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4, Laresistencia R de un conductor eléctrico varia directamente con su longitud
L y en forma inversamente proporcional con ¢l cuadrado de su didmetro 4.
Escribe una expresién de esta variacion y determina la constante de propor-
cionalidad para un conductor de 1 m de largo, 0.5 cm de didmetro y una
resistencia de 100 ohms.

5. La Ley de Boyle-Mariotte dice
que cuando un gas se comprime a
una temperatura constante, la pre-
sion del gas es inversamente pro-
porcional al volumen del mismo,
y la ley de Charles y Gay-Lussac
enuncia que si la presién se man-
tiene constante, el volumen del
gas es directamente proporcional a la temperatura.

Considerando estos enunciados, identifica en las grificas de abajo cada ley
y escribe su nombre en el recuadro correspondiente. Ademas, escribe el nombre
adecuado para cada uno de los ejes de las gréificas para saber si representan el
volumen, la presion o la temperatura.

k4
h J

47
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AUTOEVALUACION PARA EL BLOQUE 2

Considera tu desempeiio como estudiante e indica la frecuencia con que ocurre la
accion que se describe, anotando en el cuadro el nimero correspondiente.

® 0 Nunca @ S Algunas veces @ 10 Siempre

CONOCIMIENTOS
Después de estudiar el bloque, jadquiriste los conocimientos que te permiten

* identificar distintas formas de representar y operar los nliimeros
reales?

» identificar los subconjuntos de los nimeros reales?

» ubicar en la recta numérica los simétricos, el valor absoluto y las
relaciones de orden de los nimeros reales?

* reconocer las propiedades fundamentales de las operaciones
aritméticas?

* identificar formas de comparar y relacionar niimeros reales
(razones, tasas, proporciones y variaciones)?

» comprender el significado de razon, tasa y proporcién?

» interpretar la propiedad fundamental de las proporciones?

* reconocer y modelar variaciones directas ¢ inversas?

HABILIDADES
Al finalizar el bloque, ;desarrollaste las habilidades que te permiten

» realizar operaciones con nimeros reales?

»  construir hipétesis, disefiar y aplicar modelos aritméticos y/o
algebraicos con nlimeros reales?

* emplear las propiedades fundamentales de los niimeros reales?

+ utilizar razones, tasas, propotciones y vatiaciones?

» aplicar la propiedad fundamental de las proporciones?

» utilizar modelos de variacién proporcional directa e inversa?

+ utilizar sistemas y reglas que sustentan el uso de las razones,
proporciones y tasas en diversas situaciones?
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CALIFICACION. Cuenta el total de puntos que obtuviste en ambas tablas
y multiplica por 0.67. El resultado se interpreta de acuerdo con las siguientes
categorias:

Menos de 59 602 69 70a79 80 2 89 90 a 100

Deficiente Regular Bien Muy bien Excelente

Para autoevaluarte respecto a las actitudes y los valores, reflexiona sobre el valor
que agregaste a tu formacién educativa, desarrollo personal e interaccion con los
demis al estudiar el tema.



BLOQUE

Sumas y sucesiones
de nimeros

Sucesidn de los vegelales

Edad an afios

Unidades de competencia

En este bloque se pretende que el alumno desarrolle las siguientes compe-
tencias:

-

Construir ¢ interpretar modelos aritméticos, algebraicos y graficos apli-
cando las propiedades de los nimeros reales y las expresiones aritméticas
y algebraicas, relacionando magnitudes constantes y variables, y emplean-
do literales para la representacion y resolucion de situaciones y/o proble-
mas aritméticos y algebraicos concernientes a su vida cotidiana y escolar,
los cuales le ayudarén a explicar y describir su realidad.

Identificar las caracteristicas presentes en tablas, gréficas, mapas, diagra-
mas y textos provenientes de situaciones cotidianas y traducirlas a un len-
guaje aritmético y/o algebraico.

Conocimientos

Al finalizar este bloque, el alumno habrd adquirido los conocimientos que le
permitirdn:

.

-

-

Identificar e interpretar sucesiones y series aritméticas y geométricas.
Reconocer términos de sucesiones aritméticas y geométricas.

Otdenar informacidén de acuerdo con relaciones en series y sucesiones
aritméticas y geométricas.

Reconocer la forma algebraica del término n-ésimo de sucesiones aritmé-
ticas y geométricas particulares.

Identificar graficamente el tipo de relacion variacional en la formula del
n-ésimo término de sucesiones aritméticas y geométricas particulares,



Habilidades

Al finalizar este bloque, el alumno habra desarrollado las habilidades que le

permitirdn:

»  Aplicar las formulas correspondientes para hallar ¢l modelo del n-ésimo
término que caracteriza a una sucesion aritmética o geométrica particular.

»  Escribir términos de sucesiones aritméticas y geométricas.

*  Aplicar las formulas correspondientes para hallar el valor de una serie
aritmética y geométrica finita o infinita convergente.

»  Obtener términos de sucesiones aritméticas y geométricas utilizando la
diferencia o razdn comin, o aplicando las férmulas.

*  Construir graficas para establecer el comportamiento de sucesiones arit-
méticas y geométricas particulares.

*  Determinar regularidades y patrones de las sucesiones y series aritméticas
0 geométricas.

»  Disefiar y aplicar modelos sencillos de series y sucesiones.

*  Organizar ideas y argumentos de manera clara, coherente y sintética en
relacién con series y sucesiones.

Actitudes y valores

Al finalizar este bloque, el alumno:;

»  Apreciara la utilidad de expresar mateméticamente regularidades y pa-
trones.

»  Aportari puntos de vista con apertura y considerari los de otras personas
de manera reflexiva.

»  Promoverd el didlogo como mecanismo para la resolucién de conflictos.

Indicadores de desempeiio

Se pretende que ¢l alumno logre:

»  Utilizar la calculadora como instrumento de exploracién de regularidades
mediante la verificacion de la existencia de diferencias o cocientes cons-
tantes en términos sucesivos de sucesiones numéricas.

* Emplear los procedimientos apropiados para obtener términos especifi-
cos, 0 la formula del n-¢simo término, de sucesiones y series aritméticas o
geométricas particulares, y justificar su uso.

(Contintia)
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(Continuacion)

*  Comprobar las formulas del n-¢simo término, obteniendo diversos térmi-
nos de sucesiones aritméticas o geométricas y verificando que los cocien-
tes o diferencias entre ellos sean constantes.

*  Representar graficamente sucesiones aritméticas y geométricas, y asociar-
las con relaciones lineales y exponenciales discretas.

» Aplicar las férmulas para hallar la suma de sucesiones aritméticas o
geométricas y describir verbalmente los resultados obtenidos al solucionar
problemas de su entorno.

Propuesta de aprendizaje

El valor inicial de una computadora es de $12,750. Su depreciacion por aiio es de
$1,375. Completa la tabla adjunta para conocer el valor de la computadora des-

pués de 4 afios.
Afio 0 1 2 3 4
Valor | $12,500
e 123 Secuencia didactica
12,500 + Sillamamos a, al valor de la computadora y

n al mimero de afios de vida, reflexiona con
tus compafieros si la expresion ¢ = 12500 -
1375n nos sirve para calcular el valor de la
computadora en cualquier afio.

* (En qué afio pierde todo su valor la compu-
tadora?

» Utiliza la cuadricula que aparece a la izquierda
para dibujar una grafica del comportamiento de
la depreciacion anual del precio de la compu-
tadora. Luego, observa cuinto vale después de
2.5 afios.
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Sucesiones y series aritméticas

En matemdticas, la palabra sucesién tiene pricticamente el mismo
significado que en el lenguaje cotidiano.

Cuando disponemos de una lista de nimeros dispuestos en un
orden especifico, lo que estamos obteniendo es una sucesién o pro-
gresién numérica. De esta forma, si llamamos 4, al primer término,
a, al segundo término, a, al tercero y a_ al n-€simo (se lee enésimo)
término de la lista, entonces la sucesion se puede expresar de la si-
guiente manera:

a,, a,, @, ,.., 4,

Y como a cada término a_le corresponde un nliimero natural » una sucesién
o progresion se puede definir como una regla de dependencia entre los términos
de la sucesion y los nimeros naturales.

Definicion. Una sucesién es una lista de términos dispuestos en un orden espe-
cifico de forma que queden definidos por una regla de dependencia determinada
por el conjunto de los mimeros naturales.

Un ejemplo sencillo de una sucesion son los numeros impares

1,3, 5,59 11,

Los puntos sucesivos significan que la sucesion continua de forma indefini-
da, por lo que se llama precisamente sucesion infinita.

El ejemplo nos muestra que efectivamente se trata de los niimeros impares,
pero para mayor exactitud es conveniente especificar un procedimiento para calcu-
lar tedos y cada uno de los términos de la sucesion. En este caso,

a =2n-1

porque si tomamos cualquier niimero natural # lo multiplicamos por 2 y le resta-
mos 1, obtenemos un numero impar. La sucesion se expresa como sigue:

3, 5, y A 2n-1, ..

32 a! al an

Observa cémo la formula @ = 2n—1 nos permite obtener todos los térmi-
nos de la sucesién.
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Por ejemplo, los primeros cuatro términos de la sucesion se obtienen asi:

Si n=1, entonces, g, =2(1)-1=1  Otra forma de escribir las sucesiones
es con la notacién funcional:
Si n=2, entonces, a,=2(2)-1=3
a(n)=2n-1
Sl n=3, ﬂﬂton.ces, al=2(3)—]=5 Demﬂneraque
Si n=4, entonces, a, =2(4)-1=7 AD=2D-1=1, a2)=2(2)-1=3

etcétera.

Sucesiones aritméticas

Probablemente la forma més sencilla de generar una sucesion e€s comenzar con
un nimero @ y sumar una constante d a cada término consecutivo.

Sucesién aritmética. Es una sucesion de la forma
a, a+d, a+2d, a+3d, a+4d,...
donde a,, es el primer término, y d la diferencia comiin de la sucesién entre
dos términos consecutivos.
Por lo tanto, el n-€simo término de una sucesion aritmética se puede

calcular con la expresion

a =a +(n-1d

Ejemplos:

1. Sia =2y d=3, calculalos 4 primeros términos y el n-€simo térmi-
no de la sucesion aritmética.

Solucion:
a,=a+n-1)d=2+(2-1)3)=5
a,=a +n-1)d=2+3-1)3)=8

a =a+(n-)d=2+3n-1)
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2. Encuentra el n-ésimo término de la sucesion aritmética
5 2, -1, -4, -17,...

Solucion.

La diferencia comuiin se obtiene restando dos términos consecutivos; por lo
tanto, d =-3 y el n-ésimo término de la sucesion es

a,=5-3(n-1)

3. Encuentra los 5 primeros términos y el 100-ésimo (centésimo) término
de la sucesion

17, 12,...
Solucion.

El primer término es 17, por lo tanto, @, =17 y la diferencia entre dos tér-
minos consecutivos es d =12-17=-5 luego,

a =17-5(n-1)
a,=17-52-1)=12
a,=17-53-1)=7
a,=17-5(4-1)=2
a,=17-5(5-1)=-3

ayp =17-5(100 - 1) = —478

Los primeros 6 términos de 1a sucesion son: 17, 12, 7, 2, -3, -8, y el
100-ésimo es —478.

4, El término 11 de una sucesion aritmética es 52, y la diferencia d es 5.
Calcula el 300-ésimo (se lee tricentésimo) término.

Solucion.

Para calcular el n-€simo término de la sucesién necesitamos conocer a, y
d de la expresion

a =a+(n-1d

(Continiia)
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{Continuacion)

Sabemos que ,, =52 y que d =5, es decir,

52=g,+(11-1)5 Sustituimos @, por 52, d por 5 y n por 11.
52=qa,+50 Simplificamos.
2=a, Restamos 50 en ambos lados.

El 300-¢simo término es a,, =2+ 5(300-1) =1497.

Evidencias de aprendizaje

1. Determina la diferencia comiin, el cuarto término, el 100-¢simo y el n-¢simo
de cada sucesion aritmética.

Sucesion aritmética d a a, a

a 2,5 8 11,..

8 1.3 913,

¢y =12, -8, -4, 0,..

dy 2,2+s, 2425, 243s,...

2. Resuelve cada una de las siguientes situaciones.

Sucesion aritmética Solucion

a) El duodécimo término de una sucesion aritmética es 32, y
la diferencia comun es 3. Calcula el 20-¢simo término.

b) El 100-€simo término de una sucesion aritmética es
98, y la diferencia comin es 2. Calcula los 3 primeros
términos,

¢) El vigésimo término de una sucesion aritmética es

101, y la diferencia comiin es 3. Calcula los 2 primeros
términos,
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Series aritméticas

Anécdota de Gauss. Cuenta la historia que cuando el célebre matematico
C. F. Gauss estaba en la escuela, su profesor planted esta suma a la clase,
para mantenerlos ocupados. Gauss dio la respuesta correcta casi de inme-
diato. Se fijé que los nimeros guardan un patrén de comportamiento y
supuso que la suma también, y desarrollé este procedimiento: dispuso la
suma de los niimeros en orden ascendente y después en orden descendente
y sumo de la siguiente manera

S = 1+ 24 3+..+98+ 99 + 100 ¥
S =100 + 99 + 98 +.+ 3+ 2+ 1 \f "_f;'
25=101 + 101 + 101 +...+101 + 101 + 101 Carl Friedrich Gauss (1777-1855)

Matemdtico alemén que demostrd el

; teorema fundamental del 4lgebra.
Es evidente que B e

28 = (1+100)100 = (101)100,= 10,100, por lo tanto, S = @ =5050.

Naturalmente, este procedimiento puede generalizarse para hallar la suma de
los n primeros términos de cualquier sucesion aritmética. Asi,

S =a + (g+d)+(a+2d) + (a+3d)+-+a, y
S =a +(a,—-d)+(a,—2d)+(a,—3d)+-+a,
Sumando ambas expresiones tenemos que
25, =(a,+a)+(a +a)+(a+a)+-+(a +a)
Hay n términos idénticos en el lado derecho de esta ecuacion, por eso
2§ =n(a +a,)
n
5,=7(q+a,)

Pero recuerda que a, = g, +(n—1)d es el n-ésimo término de la sucesion, asi
que la suma la podemos escribir también como

S = g[a,+ a,+(n-Nd|= g[zal +(n=1d]



58  MatemdticasI Algebra

Serie aritmética. Es la suma §_ de los n términos de una sucesién aritmé-
tica.

S =a+ (a,+d) + (a,+2d) + (a,+3d)+--+ a,

Se puede calcular con cualquiera de las siguientes formulas:

n n
L S,=7(a+a) 2.8,=-[2a+(n-1d]

Ejemplos:

1. Calcula la suma de los primeros 50 nimeros pares.
Solucion:

Eneste caso,a, =2y d =2. El n-ésimo término de esta sucesiénes a, =2n,
por lo que a,, = 2(50) = 100. Por lo tanto, la suma buscada es

n 50
8, = 5("1 +a,)= E(ZHOO) =2550

2. Calcula la suma de los 40 primeros términos de la sucesion aritmética
K 80 0 1 ES

Solucion.

Para esta sucesion, a, =3 y d =4, de maneraque a,, =3+4(40-1)=159.
asi que la suma de los 40 términos de la sucesion es

5 =g(a] +am)=?(3+]59) =3240

3. Aplicacién. Un teatro tiene 50 filas
de asientos, y en la primera fila hay 20
butacas, 22 enlasegunda, 24 enla ter-
cera y asi sucesivamente. Calcula la
cantidad total de butacas.
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Solucion:

La cantidad de asientos forma una sucesion aritmética con a, =20 yd=2.
Entonces, utilizando la segunda formula, la suma de butacas es

8= g[Za] +(n-d]= % [2:20+2(50-1)] = 3450 asientos

4. Aplicacién, El valor inicial de
un automdévil es de 25,000 dé-
lares. Su depreciacion anual es
de 1,500 délares. Calcula el va-
lor del auto después de 5 afios.

Solucion.

El valor de d =-1,500y el de a, = 25,000+ (-1,500) = 23,500, y estamos
buscando a,, que es

a, = 23,500+ (5-1)(-1,500)= 17,500 dolares.

Observa la siguiente tabla para una mejor comprension.

Tiempo | Primer afio | Segundo afio | Tercer afio | Cuarto afio | Quinto afio

Valor $23,500 $22,000 $20,500 | $19,000 $17,500

F_

Evidencias de aprendizaje

1. Determina las sumas indicadas en la siguiente tabla.

Suma parcial S = g(al +a)

a) 1+5+9+.. . +401

b) 1+3+5+7+9+11

c) —3+(—E]+0+3+2+---+30
2 2

d) 2+4+6+8+...+150
e) 0.7+2.7+47+...+56.7
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2. Se almacenan postes de teléfonos en una pila con 20 postes en la primera fila,
19 en la segunda, y asi sucesivamente. Si hay 10 capas, ;cudntos postes hay
en la pila? _

3. Una persona recibe una oferta de trabajo con un salario de $250,000 anuales,
y le prometen aumentos anuales de $23,000. Demuestra que sus ingresos to-
tales a los 5 afios de trabajar serdn de $1,595,000. Completa la siguiente tabla
para comprobar tus calculos.

Tiempo Primer afio Segundo afio Tercer afio Cuarto afio Quinto afio

Ingresos

4. En un cine al aire libre hay lugares para estacionar 20 automoéviles en la pri-
mera fila, 22 en la segunda, 24 en la tercera, y asi sucesivamente. Si hay 21
filas en ese cine, calcula la cantidad de autos que se pueden estacionar.

5. Un arquitecto disefia un teatro con 20 butacas en la primera fila, 22 en la se-
gunda, 24 en la tercera, y asi sucesivamente hasta llegar a 42 en la Gltima. Si
el teatro debe tener 930 lugares, /cudntas filas debe haber en el disefio?

lmummm:nmm

gy
[

6. Cierta compafiia de telefonia celular cobra $3 por el primer minuto y $1.20
por cada minuto adicional. Disefia una expresion algebraica para calcular el



costo de una llamada de n minutos y completa la siguiente tabla que contem-

pla una llamada de 3 minutos.
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Minutos

Menos de 1

Costo ($)

3

Propuesta de aprendizaje

Cierta institucion financiera ofrece el 12% de interés anual. Siuna persona
invierte 100 dolares, ;jcuinto dinero habra acumulado después de 4 afios? 4
Para encontrar la respuesta reflexiona y luego completa las casillas vacias 2o g

de la siguiente tabla realizando las operaciones correspondientes.

Aiio Dinero acumulado
1 100 + 100(0.12) = 100(1 +0.12) $112
2
3
4
Secuencia didactica

I :: o=

» Las respuestas correctas de la actividad anterior son: $112, $125.44, $140.40

y $157.35.

» Divide el dinero acumulado del afio 2 entre el dinero del afio 1, en seguida
divide 1a cantidad acumulada del afio 3 entre la cantidad acumulada del afio 2
y asi sucesivamente; finalmente, escribe tu conclusion acerca del resultado de
estas divisiones.

+ Cuaénto dinero de interés genero la cuenta cada afio?

Afio

1

2

3

Dinero ($)
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Con tus compaiieros y el apoyo de tu maestro reflexiona sobre si el modelo
matemético

A=100(1+0.12)'

generaliza la situacion de la propuesta de aprendizaje anterior; A representa el
saldo de la cuenta por aiio y ¢ el tiempo en afios.

Bosqueja una gréfica Dinero
de los resultados de la .
primera tabla de la pro- L
puesta de aprendizaje 140
anterior. 130

120
110
100

Investiga las tasas de interés que ofrecen las instituciones financieras de tu
comunidad.

Sucesiones y series geométricas

Otra técnica muy sencilla para generar una sucesion es iniciar con un nimero a, y
multiplicarlo en forma repetida por una constante r que no sea cero. Observa cémo
se comportaria la sucesién y como se obtiene el n-ésimo término de tal sucesion,

a,=ar
a,=ay=(ar)r=ar’

& =ar=ar yr=ar
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Por consiguiente, la sucesion es de la forma

2 3 4 =1
& QF, ar ar, ar- ., ar

y se llama sucesion geométrica.

Sucesién geométrica. Es una sucesion de la forma

2 3 4 =
Ry T g R

donde a, es el primer término, y r es el factor comun de la sucesion entre dos
términos consecutivos.

Por lo tanto, el n-ésimo término de una sucesion aritmética se calcula me-
diante la expresion

a = ar

Ejemplos:

1. Sia =2y r=3,se forma la sucesion geométrica
2,2.3,2.%,2.3,2.%, .0 =20
obien, 2,6, 18,54,162,... a =2(3)"""

2. La sucesion
2,-10, 50,250, 1,250,..., a, =2(5)""

es geométricacon @, = 2y r = -5, Fijate que el factor comtin r se obtiene di-
-10_ 50 _
2 -10

vidiendo un término consecuente entre el antecedente, » =

3. Lasucesion

1
es geométricacon @, =1y r‘=5.

(Continiia)

Bloque 3
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(Continuacion)
4. Intereses. Se invierten $2,500 a una tasa de interés del 8% anual.
Encuentra la cantidad después de 6 afios.

Solucion:
Llamemos 4,, 4,, 4,,..., 4, a las cantidades de dinero al final de cada
afio; luego, para conocer » calculamos 4, y 4,
A, =2,500+2,500(0.08) =2,500(1+.08) = 2,500(1.08) =2,700
A, =2,700(1.08) =2,916
Con esto, podemos calcular el factor r:

T B L
A 2,700

Por lo tanto, la cantidad de dinero en el sexto afio es:

A = Arm™ =2,700(1.08)" =$3,967.18

5. Elasticidad de una pelota. Las sucesiones geométricas también se
encuentran en la naturaleza. Si una pelota se deja caer desde 2 metros

1 ;s : 1
de altura, rebota sélo 5 de su posicidn inicial, es decir, (2)- i 1. El
A 4 :
segundo rebote llega a una altura de (1)- % = % es decir, = 5 ¥ asi
sucesivamente. Por consiguiente, la altura A, es la n-ésima altura en el

n-ésimo rebote y se determina mediante la férmula

i
4]
~
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6. Antepasados. La figura mostrada representa un érbol genealdgico
con la generacion actual (que te incluye) y tres generaciones anterio-
res, con un total de 12 abuelos. Si buscaras tu historia familiar hasta
6 generaciones atrds, jcudntos antepasados encontrarias sin contar a

tus padres?

Solucion:

; ; a
Si observas el drbol, a1=2,a,_=4yr=—'~’=g=2
al

Padre
Ta
Madre
Por lo tanto,
n 1 2 3 4 5 6
aﬂ 2 4 8 16 32 64

El total de antepasados sin contar a tus padres son:

4+8+16+32+64=124

Evidencias de aprendizaje

1. Determina si la sucesion es geométrica. Si lo es, calcula la razén.

Sucesion Razbn

a) 2,48 16,..

b) 2,6, 8, 36,...

333

C) 3! 5! 8

dy 27, -9, 3, =1

Bloque 3
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2. Determina la razon, el quinto y el n-€ésimo término de las sucesiones dadas.

Sucesion Razon a a
a) 4,12, 36,...
b) 16,8, 4,..

c) 4, -8,16, -32,...
d 1Lab 235

3. Resuelve cada una de las situaciones descritas a continuacion.

Situacion Solucién

a) El primer término de una sucesion geométrica es 3, y el
tercero es 4. Calcula el quinto término.

b) El primer término de una sucesién geométrica es 8, y el
segundo término es 4. Calcula el quinto término.

2
¢) Larazén de una sucesién geométrica es 5 el cuarto
término es % Calcula el tercer término.

4. Siel valor de un automévil es de $120,000 y se deprecia un 10% anualmente,
(eudl serd el valor del auto después de 5 afios? Calcula el valor utilizando la
formula y comprueba tu resultado completando la siguiente tabla.

Aiio 1 2 3 4 5

Valor del automévil

5. En cierto cultivo, el mimero de bacterias se duplica cada dia. Si hay 1,000
bacterias al final del primer dia, ;jcudntas habra después de 6 dias? Calcula el
valor utilizando la férmula y comprueba tu resultado completando la siguien-
te tabla:
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Dia 1 7 3 4 5 6

Nimero de bacterias

6. Una poblacidn tiene 200,000 habitantes y crece a razon del 1.2% cada afio.
Estima la poblacién en 30 afios.

Series geométricas finitas

Supén que te propones ahorrar guardando 1 centavo el primer dia, 2 centavos el
segundo, 4 el tercero y asi sucesivamente. Si continfias duplicando la cantidad
guardada durante 30 dias, ;cuanto tendrés al final del mes?

Cuando trates de encontrar la respuesta, te dards cuenta de que seria ttil
tener una formula que nos permita obtener la suma de todas esas cantidades de
una manera mds facil.

Para deducir una férmula que nos permita calcular la suma S, de los n tér-
minos de una sucesién geométrica

S =a +ar+ar’+ar’+--+ar™
multiplicamos § por # y luego lo restamos de §, . De esta forma, obtenemos

. 2 3 =l
S =a+ar+ar +ar +--+ar

-rS, = -—ar-ar’-ar’--—ar" —ar"
§ —rS =a, -ar"

Asi,
_ @l

S (1-r)=a/(1-r"), entonces, § =

1-r

67
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Este resultado se puede resumir como sigue:

La suma
S =a +ar+ar*+ar’+---+ar’
n 1 1 1 1 1
de los n primeros términos de una sucesion geométrica es igual a

L i
" 1-r

r#l

Ejemplos:

1. Ahora ya podemos calcular de manera muy rdpida la cantidad de dine-
ro total ahorrada al cabo de 30 dias si guardas 1 centavo el primer dia,
2 el segundo, 4 el tercero y asi sucesivamente. Al utilizar la formula
anterior con a=1 y n=30 se obtiene

_la-2%)

Si =1,073,741,823 centavos

Convertimos esa cifra a pesos y vemos que la cantidad total ahorrada es de
$10,737,418.23.

2. Determina la suma de los 10 primeros términos de la sucesion geo-

meétrica
1,0.5,0.25,0.125,. ..
Solucion: 0.5
La suma requerida de esta sucesién con g, =1y r=—=0.5 es
10
s =122 _ 1 998047

4. Un péndulo recorre una distancia de 20 cm en su primera oscilacion.
Después recorre €l 80% de cada una de las oscilaciones anteriores.
;Cuadl es la distancia total recorrida después de 4 oscilaciones?

Solucion:

Tenemos que encontrar S, con @, =20
y r=10.8. Esto es,

1-(0.8)"*

= 59.04 cm
1-0.8 -

§,=20
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Evidencias de aprendizaje
1. Calcula la suma de la sucesioén geométrica de acuerdo con las condiciones
descritas.
Sucesion geométrica Suma
a) a=35 r=2, n=6
2 1
=i =re=r — 4

b 4 g =3 @
¢) a,=28, a,=224, n=6
d) a,=0.12, 4,=00009, n=4

2. Un péndulo recorre una distancia de 20 ¢cm en su primera oscilacién. Des-
pués, recorre €l 80% de cada una de las oscilaciones anteriores. ;Cudl es la

distancia total recorrida después de 7 oscilaciones?

Bloque 3

69

3. Una pelota se deja caer desde una altura de 9 ft. Su elasticidad es tal que
siempre rebota y alcanza la tercera parte de la altura desde la que se dejo caer.
4 Cudl es la distancia total recorrida por la pelota en el instante en que llega al

suelo la quinta vez?
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4. Lasiguiente figura representa un drbol genealdgico con la generacién ac-
tual (que te incluye) y tres generaciones anteriores, con un total de 12
abuelos. Si buscaras tu historia familiar hasta 10 generaciones, jcuéntos
antepasados encontrarias sin contar a tus padres?

Padre

e

Madre

Propuesta de aprendizaje

Considera un pastel circular que se consume de acuerdo con el siguiente patron:
¢l primer dia se come la mitad, el siguiente dia la mitad de lo que queda, el tercer
dia de nuevo se consume la mitad de lo que queda y asi sucesivamente. ;Quiere
decir esto que nunca se terminard el pastel? (Observa la figura).

QQQQH

Ll 1 11
2 4 8 16 32 64
Secuencia didactica
1 1 1 1 1
¥ Trabaja en equipo para encontrar la suma de 5+E+§+E+m+2_"+m

* Comenta con tu maestro si la suma es mayor que 1.

¥ ;Significa que el 1 se puede expresar como una suma infinita de nimeros
cada vez mds pequefios?

¥ ;Se puede disefiar una formula que sume todos los términos anteriores?

Series geométricas infinitas

Una serie infinita de 1a forma

a,+a]r+alr2+a,r3+---+alr""+---
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se llama serie geométrica infinita y se puede obtener a partir del siguiente
razonamiento:

S=a +ar+ar’+ar +- Llamamos S a la suma infinita.

S=a+r (a]+a r+ar’ +)

s

S=a+rS
§-rS=aq Trasponemos términos.
S(1-r)=aq, Factorizamos §.

De esta manera, se obtiene la formula para encontrar la suma de una serie
geométrica infinita.

S=—; rl<l.
: 4
Este resultado se puede resumir como sigue:
La serie
a+ar+ar’+ar’+--+art -
se llama serie geométrica infinita y tiene como suma

S=i, para |r‘<1.
1-r

Ejemplos

1. Calcula la suma de la serie geométrica infinita

| e A T | 1
— b — b — 4
2 4 8 16 2"

Solucion.

1 1
En primer lugar, identificamos a, = 5 ¥ r= 2Y aplicamos la férmula

(Continiia)
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(Continuacion)

2. Escribe la fraccion que representa al decimal periédico 1.342.

Solucion:

13 42 42 42
—+ + + +oe
10 1,000 100,000 10,000,000

3. Aplieacion. En un cuadrado de lado 1 se trazan sucesivamente nuevos
cuadrados a partir del punto medio. Sabiendo que €l 4rea del cuadrado
mas grande es @, =1 y que el area del cuadrado que le sigue es 4, =% .

calcula la suma de las areas de todos los cuadrados.

Solucion:

Aplicamos la férmula S=1i cong =1y r=5.
-r

so 1

= =2
-3

K (@

Evidencias de aprendizaje

1. Calcula la suma de las siguientes sumas geométricas infinitas.

Sucesion geométrica Suma

1.2. 4.
A Y ARTT:

3 3 3
6 Bt
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2. En un disco circular de radio 1 se dibujan otros dos de la mitad del radio;
luego, se trazan cuatro circulos més con la mitad del radio anterior y asi in-
definidamente. Calcula el 4rea total de todos los discos. (Observa la figura).
NoTA: Recuerda que el drea de un circulo es o #2.
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AUTOEVALUACION PARA EL BLOQUE 3

Considera tu desempefio como estudiante ¢ indica la frecuencia con que ocurre la
accion que se describe, anotando en €l cuadro el nimero correspondiente.

® 0 Nunca @ 5 Algunas veces @ 10 Siempre

CONOCIMIENTOS
Después de estudiar el bloque, jadquiriste los conocimientos que te permiten

* identificar e interpretar sucesiones y series aritméticas y
geométricas?

* reconocer términos de sucesiones aritméticas y geométricas?

* ordenar la informacién que contienen las sucesiones y series
aritméticas y geométricas?

* reconocer el n-¢simo término de sucesiones aritméticas y
geométricas?

» identificar graficamente el comportamiento de sucesiones
aritméticas y geométricas?

HABILIDADES
Al finalizar el bloque, ;desarrollaste las habilidades que te permiten

» aplicar las férmulas para hallar el n-€simo término de sucesiones
aritméticas y geométricas?

 aplicar las férmulas para hallar el valor de una serie aritmética y
geométrica finita o infinita convergente?

» obtener términos de sucesiones aritméticas o geométricas
utilizando 1la diferencia o razon comtin, o aplicando las férmulas?

* construir gréificas para determinar ¢l comportamiento de
sucesiones aritméticas y geométricas?

* determinar patrones y regularidades de sucesiones aritméticas y
geométricas?

» disefiar y aplicar modelos sencillos de series y sucesiones
aritméticas y geométricas?
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CALIFICACION. Cuenta el total de puntos que obtuviste en ambas tablas
y multiplica por 0.91. El resultado se interpreta de acuerdo con las siguientes
categorias:

Menos de 59 60 a 69 70a79 80a 89 90 a 100

Deficiente Regular Bien Muy bien Excelente

Para autoevaluarte respecto a las actitudes y los valores, reflexiona sobre el valor
que agregaste a tu formacion educativa, desarrollo personal e interaccién con los
demads al estudiar el tema.
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Unidades de competencia

En este bloque se pretende que el alumno desarrolle las siguientes compe-

tencias:

* Construir ¢ interpretar modelos aritméticos, algebraicos y graficos apli-
cando las propiedades de los nimeros reales y las expresiones aritméticas
y algebraicas, relacionando magnitudes constantes y variables, y emplean-
do literales para la representacion y resolucion de situaciones y/o proble-
mas aritméticos y algebraicos concernientes a su vida cotidiana y escolar,
los cuales le ayudardn a explicar y describir su realidad.

*  Identificar las caracteristicas presentes en tablas, grificas, mapas, diagra-
mas y textos, provenientes de situaciones cotidianas, y traducirlas a un
lenguaje aritmético y/o algebraico.

CGonocimientos

Al finalizar este bloque, el alumno habri adquirido los conocimientos que le

permitiran:

»  Identificar las operaciones de suma, resta y multiplicacién de polinomios
en una variable,

»  Identificar el producto de binomios aplicando patrones de productos notables.

» Comprender las técnicas de extraccion de factor comin simple y por
agrupacién,

»  Comprender las técnicas de factorizacion basadas en productos notables
de diferencia de cuadrados y de trinomios cuadrados perfectos.



Habilidades

Al finalizar este bloque, el alumno habra desarrollado las habilidades que le

permitiran:

*  Ejecutar sumas, restas y multiplicaciones con polinomios en una variable.

*  Emplear productos notables para determinar y expresar el resultado de
multiplicaciones de binomios.

*  Formular expresiones en forma de producto, utilizando técnicas bdsicas de
factorizacién,

»  Utilizar los productos notables de diferencia de cuadrados y de trinomios
cuadrados perfectos.

»  Establecer relaciones entre procesos inversos al multiplicar y factorizar.

Actitudes y valores

Al finalizar este bloque, el alumno:

»  Valorard la conveniencia de anticipar resultados al multiplicar binomios
mediante patrones establecidos,

*  Reflexionard respecto a la ventaja de realizar diversas transformaciones
algebraicas para simplificar o interpretar resultados.

»  Propondrd maneras creativas de solucionar problemas.

» Reconocera sus errores en los procedimientos algebraicos y buscard
corregirlos.

Indicadores de desempeiio

Se pretende que el alumno logre:

»  Utilizar suma, resta y multiplicacién de polinomios, productos notables
y factorizaciones bdsicas para obtener la solucién de problemas tedricos y
précticos de su entorno.

»  Redactar problemas referentes a situaciones de su realidad, cuyo plantea-
miento o solucion requieran de la transformacién de expresiones algebrai-
cas mediante operaciones y factorizaciones bésicas.

*  Enunciar de forma verbal o escrita los resultados obtenidos al resolver proble-
mas tedricos o précticos utilizando operaciones y/o factorizaciones bésicas.

(Continia)
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{Continuacion)
»  Explicar las transformaciones algebraicas (operaciones y factorizaciones)
utilizadas en la resolucién de un problema y justificar su uso.

*  Comprobar las soluciones de un problema con el modelo basado en opera-
ciones y/o factorizaciones basicas de polinomios.

Propuesta de aprendizaje

La figura adjunta es un cubo cuyos lados miden a + b; ademas, estd dividido en va-
rias figuras geométricas. Obsérvalo cuidadosamente para calcular el volumen de
cada una y luego identifica y escribe en el recuadro cudntas figuras hay de cada

una en el cubo.
V= V=
-
a a b
I || |
Secuencia didactica

» ;Cuil es el volumen total del cubo?

+ Con ayuda de tus compafieros disefia una expresion algebraica para calcular
directamente el volumen del cubo mayor.

+ Una de las siguientes expresiones nos proporciona el volumen total del cubo
mayor. ;Con cudl de ellas coincides?

a) & +2a°b+2ab’+b’
b) o +3a’b+3ab’ +b’
¢) & +3ab+3ab+b
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* Con el apoyo de tu maestro y demas compaifieros de clase, concluyan una
solucion final.

Propuesta de aprendizaje

Se desea disefiar una caja rectangular abierta por arriba cortando cuadrados de
lado x en las esquinas de una pieza de cartén que mide 6 por 6 pulgadas, como se
muestra en la figura. Escribe un modelo, o expresion, para encontrar el volumen
de la caja.

X 6—2x X

Secuencia didactica

+ Para enconirar el modelo que calcule el volumen de 1a caja, observa la figura
y fijate que tienes que multiplicar el drea de la base por la altura.

» Calcula el volumen de 3 cajas diferentes para valores dex= 1, 2 y 3 pulgadas.
Reflexiona con tus compaiieros acerca de estos valores.

» La grifica muestra ¢l volumen de diferentes cajas para valores de x entre 0 y
3 pulgadas. De acuerdo con tu apreciacion, ;jpara cudl valor de x el volumen
de la caja es mayor?

+ Analiza con tus compaiieros el significado de la gréfica.

Volumen
204

15
10

5

-
1 2 3 "x (pulgadas)
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Conceptos basicos
Antes de iniciar el tema de polinomios vamos a revisar algunos conceptos im-

portantes. Estos conceptos se estudiardn de manera opcional de acuerdo con €l
criterio del profesor.

Igualdad

Es 1a relacion que se establece entre dos cantidades o expresiones algebraicas
cuya diferencia es cero.

Esta relacién se expresa vinculando las cantidades o expresiones algebraicas en
cuestion mediante el signo =, que se lee igual a. Son gjemplos de igualdades:

x+2=3-5x; (a+bYa-b)=d’ -b% 5k -3k-1=0

Clasificacion de las igualdades. Las igualdades pueden clasificarse como lo

muestra el siguiente diagrama.

Una identidad es una igualdad que se cumple para cualquier valor que tomen
las variables que estin presentes en ella. Para indicar esta relacién se utiliza el
signo =, que se lee como es idéntico a. Dos ejemplos de identidades son:

x+y=sy+x; (a+bf=d"+2ab+

Una ecuacién es una igualdad en la que también hay una o varias cantidades
desconocidas, solo que, en este caso, la relacion se cumple (inicamente para de-
terminados valores de las variables implicadas. Son ejemplos de ecuaciones:

3x-3 s
4-5x

S5x-3=2-x; k3—8=0;

Las partes o expresiones separadas por €l signo = en una igualdad reciben el
nombre de miembros, mientras que los numeros o cantidades relacionados con
los signos + 0 — en cada miembro se llaman términos.
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Terming — + Término
e Ty

et
2 3 x 1
—_—
ler. miembry 2o, miembro

Propiedades de las igualdades

En las propiedades siguientes, a, b y ¢ son niimeros reales.

Propiedad Igualdad Significado

Si a una igualdad se le suma

i la misma cantidad en ambos
SIS a=b = at+c=b+c | iembros, la relacién de igualdad
permanece.

Si a una igualdad se le resta

: _ _ la misma cantidad en ambos
Sustractiva | a=b=a-c=b-¢ | i 1a relacién de igualdad
permanece.

Cuando en una igualdad el
miembro de la izquierda y
Multiplicativa | a=b = a-c=b-¢ el miembro de la derecha

se multiplican por la misma
cantidad, la igualdad no se altera.

Cuando en una igualdad el
miembro de la izquierda y el
Divisora a=b = a+c=b+c | miembro de la derecha se dividen
entre la misma cantidad, la
igualdad no se altera.

Si a = b entonces @ puede sustituir
a b en cualquier expresion
algebraica para dar una expresion
equivalente.

susﬁtuCién a=s b —] b =a

Exponentes

Notacidon exponencial

Si a es cualquier niimero real y # es un entero positivo, entonces la n-€sima
potencia de a es

a'"=aara e a
drgrg el

n factores

El nimero a se conoce como base, y # como exponente,

Bloque 4

81
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Ejemplos:

d) (“2F = (2H-2N2Y=2K-2) =32

5 (3]{21&}5
3 3N3) 9
) 2=-(2.2.2.2.2)=-32

d) (3)5)=(5-5-5)5-5)=(5y=3125

Multiplicacion de potencias con la misma base

Es facil concluir que la notacién exponencial finalmente es una multiplicacién
abreviada en la que los factores se repiten n veces. Por eso es que, a partir de su
definicion, podemos enunciar varias reglas utiles que nos permitan trabajar de
manera mas rapida y eficiente con los exponentes.

Para multiplicar dos potencias de la misma base se procede de la siguiente
manera:

337 =(3-3-3-3)(3-3) =3-3-3-3-3-3=3 = 3"
e T, sam——

4 fuetores 2 factores & factores

La evidencia nos indica que para multiplicar dos potencias con la misma base,
sumamos sus exponentes. En general, si @ es un nimero real, y m y n son dos
enteros positivos cualesquiera, entonces

m_n a M+

a"a"=a-a ‘+ cargrac - ca=a-aqac v ca=

wn tactores n factores m + n factores

De esta manera, hemos demostrado que
ara" = g™

donde m y n son enteros positivos.
Cuando m y n son 0 o enteros negativos, entonces se cumple que

20 L 23= 2ll+3 =23
pero esto sélo se cumple si 2° = 1. Asimismo, debemos tener en cuenta que
PV ===

; i s 1 : iy
Esto es ciertosi 27 = PT Estas conclusiones nos conducen a las siguientes
definiciones.
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Exponentes cero y negativos

Si a es cualquier nimero real diferente de cero y n es un entero positivo,
entonces,

Ejemplos:

@ (3p=1 b o=l o (2]

Divisién de potencias con la misma base

Si vamos a dividir dos potencias con la misma base, podemos tomar de
referencia lo anterior para concluir el patrén de comportamiento, es decir,

m

a 1 - .
— =" —=d"a" =d""=g"
a” a
Las operaciones nos indican que para dividir dos potencias con la mis-
ma base, restamos sus exponentes:

a_ . m=n
aﬂ
Ejemplos:
7 9
a) ~:—;=57'3=5"=625 p) L=x=x
X

Elevar una potencia a otra potencia

Sim y n son enteros positivos, tenemos que

i
("Y' =|@g-a-a- -+ a|=|a-aa - -al|laaa - -al| - Jagaa - -d
- it s S
m factores m fuctores m factores i factores

n factores

A

=qg-a-a- - d=d
‘ﬁ—i
nin [aclores
Por lo tanto,

(@) =a™

Loscasosenque m<0 o n<0 se prueban con la definicién para exponentes negativos.
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Ejemplo:

- g - 1
gy (57 =5 =5 =15625 B () =x w):xm:F
Leyes o reglas de los exponentes

La siguiente tabla contiene las leyes de los exponentes y es esencial cono-
cerlas para desarrollar mejor nuestro trabajo. Consideramos que @ y b son
niumeros reales, y los exponentes m y n son enteros.

Ley Descripcion Ejemplo

Si multiplicamos dos
“ potencias de la misma
L. a'da =a base, se suman los
exponentes.

2. P =2"=956

a" Para dividir dos potencias X
2. —=a con la misma base, ==X =X
restamos sus exponentes.

Para elevar una potencia
. aunanueva potencia,

3. (@) =a se multiplican los
exponentes.

(bJ)S =b}5 = bls

Para elevar un producto a

Para elevar un cociente

a una potencia, se eleva

_a tanto el numerador como ( ]‘
B el denominador a la
potencia.

4. (ab)y =a"t" una potencia, se eleva cada 2y)y =2°y* =8y°
factor a la potencia.
s (
Para mover del numerador
. al denominador o del
L5 b denominador al numerador gy -
b™ a" un niimero elevado a una =

potencia, se cambia el Y
signo del exponente.

o Para elevar una fraccién
(b a una potencia negativa, a
a se invierte la fraccién y b

se cambia el signo del
exponente.
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Simplificacién de expresiones con exponentes

Simplifica
5 G2 5) (ij{ﬁ
¥ z
Solucion:
a) (3x7)(2xy' = (3x)(2xY)
=(3x")(16x*)
=(3)(16)x™
= 48x°
o [E) ()20
) y B yz zz
x:myl-z x-tyﬁ
= yzzz = yzzz
x-: yﬁ-z x—t y-s
— 22 — 22
Autoevaluacion

Ley4

Ley3

Ley 1 y agrupamiento de
términos

leydys

Leyes1y3

Ley 2 y agrupamiento

1. Calcula las potencias que se presentan a continuacién.

a) (4= b) 4= ) "=

1 ‘2_ 1 = 5 I -2 _
d) (5] = e) (EJZ(‘*) = £ (5]3 =
g 3 4= h) %:= H 3 ¥P=
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2. Simplifica las siguientes expresiones y escribelas sélo con exponentes

positivos.

a) x-—-Zxﬁ ol

B (6x)=

¢) (3a’b)2a’°%) =

d) (aby(2b)Yday =

o .1r5($.’3x)3 . n (2.1:23 -
x 2x
g} (xzyg):(-"j’-‘)ﬁg = h) ("'33’2i3): =
x’y (x"y"z)
Radicales

Ya sabemos lo que significa 2" cuan-
do n es un entero, pero valdria la pena
preguntarse el significado de una ex-

presion como 2"}5 , donde el exponente
es un nuimero racional, es decir, no es
entero. Para esto es necesario conocer
y analizar los radicales.

El simbolo v/ significa raiz cua-
drada positiva. De manera que,

Quizas estés pensando que el nime-
ro 4 tiene dos raices cuadradas; 2 y
—2. Pero por convencion, se sugiere
que cuando se desee la raiz ada
negativa, se debe escribir —4 = -2,
va que la raiz positiva 2 se conoce
como la raiz cuadrada principal de 4.

Jx=a significa que a’ =x yque a=0.

Por ejemplo,

J4=2 porque 22 =4 y evidentemente 2 > 0.

Ademas de las raices cuadradas, existen las raices cilibicas, raices cuartas y, en
general, raices n-ésimas. La raiz n-ésima de x es el niimero que, al ser elevado a la

n-ésima potencia, nos produce x. Es decir,

Raiz n-ésima

Sin es cualquier nimero entero positivo, entonces la raiz n-ésima principal

de x se define como

W;=a y significa que a” =x

Si n es par, tenemos que considerar quex 20y a2 0.
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De acuerdo con la definicién anterior
16 =2 porque 2*° =16 y 220
{-27 =-3 porque (-3)’=-27

Es muy importante aclarar que las raices pares de ntimeros negativos no
estdn definidas. Por ejemplo, =4 , Y-16 , §/-64 , etcétera, no estin definidas
porque no hay ninglin niimero que al elevarse a una potencia par nos dé un ni-
mero real negativo.

Propiedades de las raices - ésimas

Propiedad Ejemplos
1. Yab=%a Wb Y-8.27 =38 27 =(-23) =6
a_4a 416_“\-[1_!5_2
* ‘E=E \/s:reja‘z
3. Wa=a Vit =464 =2

4 Yo" =a sinesimpar | VI =3, -4

5. dt;=‘a‘ sin es par \F‘(—)d=|—3l=3

Ejemplos:

1. Utiliza las propiedades de las raices para calcular el valor de cada una
de las siguientes expresiones.

a) V20 -5 b)@ o Yes
a

{Continita)
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(Continuacion)
Solucion:
a) V20 - V5=+20.5=100=10 Propiedad 1
332 \/?2 .
b) =322 =38=2 Propiedad 2
s 4
o) Yea=3ea=3B=2 Propiedad 3

2. Simplificacién de expresiones algebraicas que contienen radicales.

a) 3./'? =Ux’x’

=ie .
=x

Factorizamos la potencia clbica
mas grande.

Utilizamos la propiedad 1.
Utilizamos la propiedad 4.

b) Y81y =¥81-¢x* 4}* Propiedad 1
=43 )ty Propiedad 5

= Je )

Autoevaluacion

1. Ewvalta las siguientes expresiones.

4
a) Y125 = b) \/; =
o) 4256 = d) o=
V72 _ Jag _
e) VE = f )‘ V/?_’ =
2. Simplifica las siguientes expresiones.
) Ir= B Yry=
) Va'b = d) 64x° =
e) 3x3yo = f)' xdyd- =
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Exponentes racionales

2/
Un exponente racional es un exponente fraccionario. Por ejemplo, en x'* es ne-
cesario utilizar radicales para expresar el exponente. Con el propdsito de encontrar

I
significado a una expresién como x* ", recordemos las leyes de los exponentes:

(x-""']H =x(;]. =x"=x'=x

Asli, a partir de la definicién de raiz n-ésima, tenemos que

Bl

En general, un exponente racional se define como sigue.

Exponentes racionales

Si m y n son enteros, y n > 0, entonces, para cualquier exponente racional
myfn expresado en su forma mas sencilla, tenemos que

x"}%: ((lj;]“= qﬂxm
Esto significa que vamos a calcular la raiz n-ésima de x™.
Si n es par, tenemos que considerar que x 2 0.
Esta definicién nos lleva a concluir que las leyes de los exponentes también son

vélidas para los exponentes racionales.

Ejemplos:

1. De acuerdo con la definicién de exponentes racionales:
a) 32=\3
b 8% =38=2
0) 42 =(«/Z]j =2=38

-V 1
o @yt L

(Continita)

89
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(Continuacion)

2. Las leyes para los exponentes racionales son las mismas que para los
exponentes enteros.

1/ 135 ¢
a) x'?. x’—x“—x’—x

=ah

whn

2/ 1
A 2.7
ala’ — .33
5/ =a
g3

b)

o @b =@ty =V - e

, %
P [Ju L;u(fx},)

1’
=8x'*y’
3. Los radicales son exponentes fraccionarios.

a) (2\!:_:)[5%";) = IOx’IéxH

3H+2

= ]Oxi 3 —lox 6

5
=10x"6

by Uele =Hxs® —[x'*i]
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i

i Autoevaluacion

En los siguientes ejercicios simplifica la expresion y elimina cualquier exponente
negativo. Supdn que todas las letras indican niimeros positivos.

5 B (k)" (sb-?‘? ]:
o (a7 = o ()=

4/ 3/ xsy 52
€) (h“y "SJJ(BJ’Z)"= 1) (?] =

Operaciones con polinomios

Cualquier polinomio es una suma de términos de la forma ax”, llamados mono-
mios, donde a es una constante y # €s un entero no negativo.

Polinomio

Es una expresion algebraica que resulta de la suma o resta de uno o mis
monomios.

La forma general de un polinomio de grado » (donde # es un entero no negativo)
en la variable x es

ax"+a_x" +--+ax +a,
donde a, a,,..., a, son constantes y @ # 0.

Un binomio es la suma de dos monomios, un trinomio es la suma de tres
monomios y asi sucesivamente.

Por ejemplo, 2x* — 3x + 4, 2x + 5 y x* + 4x* son polinomios de grado 2, 1 y 4,
respectivamente; el primero es un trinomio, y los otros dos son binomios.

Términos semejantes

Cuando dos o0 mas términos tienen la misma parte literal, es decir, tienen
las mismas variables con los mismos exponentes, se llaman términos
semejantes.
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Ejemplos:
4a’h* y -2a°p* son términos semejantes.
2
Iy vy - 5-’9’ son términos semejantes.
2 P'qa y 8% son términos semejantes,
Signos de agrupacion

Estos signos ya los explicamos en un apartado anterior. Ahora es importante recordar
que su funcién es principalmente la de indicar que las operaciones localizadas en su
interior son las que se deben efectuar primero; ademads, si un signo negativo antece-
de a una expresién entre paréntesis, cuando eliminamos dichos paréntesis todos los
términos de adentro cambian de signo.

« ) paréntesis
[ 1 corchetes
{ 1} Naves

Por ejemplo, simplifiquemos la siguiente expresion y reduzcamos los térmi-
nos semejantes:

2x% =3xy+2y° — | 2xy+3x7 +(=2x + Txy—4y°) |+ 3y - 2»°

Primero

Segundo

Tercero

2x7 =3xp+2y —| 20+ 3" 2x" + Ty —4y’ |+ 3xv—2)°
e e,

Conservan el mismo signo
poeque les procede un +

=<2x" =3+ 2y’ 2y =37 +2x" =Ty + 4y’ + 39 -2y

Cambian de signo porque les procede un —
=22 -3+ + 2 -3+ 25 - Txy + 42 + 3y - 258
=(2-3+2)+(-3+2-7+3npy +(2+4-2))° Agrupamos términos

semejantes.
=x* -5xy+ 4y
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Suma y resta de polinomios

Cuando sumamos y restamos polinomios, lo que estamos haciendo es com-
binar términos semejantes. Para ello, utilizamos las propiedades de los ni-
meros reales que vimos al principio de este curso.

Suma de polinomios

Ejemplos:

1. Calculala suma de (&’ — 6a” +2a +4)+(3a’ +54* — 4a).
Selucién:

(@@ -6a*+2a+4)+(3a’ +5a° —4a)

= (2 {6t 50" H(Zi—Ag)ysa  DELpEmOs Kiminoy
semejantes.

Combinamos términos
semejantes.

2. Calculala suma de g.!J:’+E|Ea + 7b+§b2 + _fbﬁ_ﬁb
3 5 7 9 7

=4a’ -a' -2a+4

Solucién:
2 2 3 5 2 4 2 8
b +=b |+ Th+=b [+ —=b"—=
= guf'.'2+§-lzf"—if'-[;;2 + §b+75—§b Agl‘llPamOStérminos
3 77 5 7 semejantes.
= 24.2_5 oy §+7_§ b Seai§1anlfnscoeﬁcientes
g7 7 5 fraccionarios.
. 14 +15-12 i 21+245-40 b Se realizan 1as operacionss.
21 35
17 ., 226
=—ph 4+
Thal T

3. Negocios. La utilidad UJ en un negocio puede obtenerse restando los cos-
tos Cde su precio de venta V.

U=v-C

El costo de producir x articulos es $2 por unidad mas $50 de gastos
fijos. Si el precio de venta es de $3, jcudl es su utilidad?

(Continiia)
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(Continuacion)
Solucion:

El costo de produccion es C = 2x + 50; las ventas totales son ¥ = 3x; por con-

siguiente, la utilidad serd
U=V-C=3x-(2x+50)
U=3x-2x-50
U=x+50

p——

Ejercicios

Resuelve las siguientes adiciones de polinomios.

Operaci6n

Solucidn

1. (X -6+x-2x)+(x'-x*+3x" +2)

2. (2a-3a’+3a)+(4a +3a’ +2a)

3. (ax—x")+(=5x —6x"—Tx) +(8x’ +9x" +4x)

4. (2a-3a*-5)+(4d" +3a)+(-24" +3a)

1 1 1 1
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Resta de polinomios
Ejemplo:

1. Calculala resta de (11a° — 12a+10)— (64’ + 2a” — 5a+13).
Solucion:
(11a’ =12a +10) - (64’ +2a* —=5a+13)

=(lla’=12a+10)—(6a’ +2a° —5a +13)

Minwendo Sustracndo

=(11a’ —12a +10)+ (64’ —24a” +5a —13)

Los signos en ¢l sustracndo cambian

= (114’ - 6a°) + (-2a* )+ (-12a +5a) + (10— 13)

=54"-2a" —Ta-3

4
[

" Ejercicios
Resuelve las siguientes sustracciones de polinomios.
Operacion Solucion

1. (5¢’ -6a’+a-5)—(6a’+2a+1+5a’)=

2. (2x +2x-8x"+3)— (4x* —6x" +2x-8) =

3. (5" -8x+9)-(x’—x+2)=
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Sumas y restas combinadas. Resuelve las siguientes sumas y restas de polinomios.

Operacion Solucion

[
.

(G +5u—=1)+ (50" = 20" +8)— (=5’ + 61" + 5u+6) =

2 (27 +2x-8x" +3)+(3x" - x’+ 2x)— (4x* —6x" +2x—8) =

L7
H

(5a” -8a+D—(a’—-a+2)+(a’-1)=

>

Encuentra la utilidad U en la fabricacion de un articulo cuyo
costo es C'= 3x + 20 y su precio de venta es V= 5x.

Multiplicacion de polinomios

Para obtener el producto de polinomios o de otras expresiones algebraicas, es
necesario utilizar varias veces la propiedad distributiva.

(a+b)c+d)=c(a+b)+d(a+b)=ac+ad+bc+bd
Esto es equivalente a multiplicar cada uno de los términos de un factor por

cada uno de los términos del otro factor, y al final sumamos estos productos,

(a+b) c+ d=ac+ad+bc+bd

Ejemplos:

1. (2x°)5x-2)=2x"(5%) +2x°(-2)

=10x" — 4x°
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2. (2a-1)(3a-5)=2a(3a-5)+(-1)3a-5)
=6a"—10a+(-3a +5)
=6a’—10a—-3a+5
=6a’—13a+5

3. 2x-3)x° +x+2)=2[x(x" +x+2)+ (-3)(x’ +x+2)]

=2[x" +x7 +2x +(=3x" - 3x - 6)]
=2[x* -3 +x* —x-6]

=2 —6x* +2x2 - 2x-12

p—

Ejercicios
Obtén el producto de las siguientes multiplicaciones.
Multiplicacion Resultado

L. (Gx)2x)=

2. (B3y4y))=

3. ()4x-X*+1)=

4, (=3 +7x)(2x) =

5. 2-5»)(3+2y)=

6. (a’-2a+d)a-2)=

7. (x+3)(x+3)=

8 (x+3)(x-3)=

0. (v+43)(x=V3)=

10. (x*=-6x+3)(x-2)=
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11. En relacién con la figura mostrada, calcula las siguientes 4reas:
a) Areadel rectangulo mayor  b) Area del rectangulo menor
¢) Areasombreada

< |
M
x

—2x+1

F Y
Y

2x+3

12. Calcula el drea de la cruz en blanco,

e < 1
x x
3
X X
_l 2 % |_ k4
i 4 L
13. ;Coémo se calcularia el volumen de la figura ilustrada?
x+2
3x+2
X
: b
Productos notables

Los productos notables son férmulas para obtener pro- a
ductos de multiplicaciones de una manera mas ripida
y eficiente. Esto se logra al abreviar la aplicacion del
algoritmo normal estudiado en apartados anteriores.
Estas formulas son transformaciones algebraicas a b
que, con la utilizacion adecuada de las propiedades de (a+b)2=a?+2ab+b?
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los niimeros reales, nos permiten obtener las relaciones que generan los produc-
tos correctos para la operacion que definen.

En esta parte del curso veremos algunas expresiones algebraicas cuyos pro-
ductos pueden obtenerse a partir de una regla general, sin tener que realizar la
muliiplicacion directa. Estos procesos generales se conocen como productos
notables.

Cuadrado de un binomio

Cubo de un binemio

ST
Productos notables
\ Producto de dos binomios

con un término comuin

Producto de dos binomios
conjugados

Cuadrado de un binomio 5 - be
Observa la figura de la derecha y fijate que el drea es

(a+bV=a’+2ab+ ¥ a a? ab

Esta interpretacion geométrica de elevar un bino-
mio al cuadrado se puede enunciar algebraicamente
de la siguiente manera:

a b
(a+b)2=a2+2ab+b?

-

> 3 .
(a+b)y = a + 2ab + b
Nt . .
a+h al coadrade Cuadradi del Doble del primer Cuadrada del
primer térming térming par el segunde segundo térming
Ejemplos:

Utilizacion de la regla para elevar un binomio al cuadrado.

L (x+3)=x)"+2(x)(3)+(3)°
=x2+6x+9

2. (2a-3by = (2a)y + 2(2a)(-3b) + (- 3b)

=44" - 12ab + 95
(Continita)

Bloque 4
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{Continuacién)
2Y 2 2Y
3 |- | =@V +2Aa")|-= | -=
2x 4 x 4
=g —-—d +—
3 9

4 (x+-2¢=[x+2)-2F=(x+2P +2(x + 2)(-2) + (-=z)
=X +dxy+ 4y -2xz—dyz + 2

La regla anterior es muy 1til para facilitar el cdlculo de cuadrados numéricos
cuando no tenemos una calculadora a nuestro alcance. Veamos dos ejemplos:

L (23)? = (20+3)* = (20)? + 2(20)(3) + (3)* = 400 + 120 + 9 = 529

2. (28)"=(30-2) =(30)" +2(30)(-2) +(-2)" =900 =120 +4 = 784

Los ejemplos nos indican que el producto que obtenemos al elevar un binomio
al cuadrado estd formado por tres términos: el primero y €l tercero son el cuadrado
de cada uno de los términos del binomio, y el segundo es el doble producto de és-
tos. Un trinomio con estas caracteristicas se llama trinomio cuadrado perfecto.

=

f‘ __
Evidencias de aprendizaje

Desarrolla las siguientes expresiones.

1. (x-3)=

2, (Zx+1P=

3. (3x-2y=

4. (4x*-3xy=

5. (x+2y-37=
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Producto de dos binomios conjugados T
Encuentra ¢l drea de la region sombreada en la siguiente figura A ala-b) b {a-b)
realizando la operacion indicada. ¥
a _
b

A=ala-b)+bla-b)

Como podrds constatar en la figura, la multiplicacién anterior es
equivalente a multiplicar (a + b)}(a — b):

(a+b)a-b)=a*-ab+ab+ P =a-V

-~
Y
F
Y

Los binomios como los anteriores se llaman conjugados porque tienen dos términos
que son exactamente iguales y los otros dos difieren s6lo en el signo. Como viste
en las multiplicaciones anteriores, su producto es la diferencia de sus cuadrados.

Regla
El producto de dos binomios conjugados da como resultado la diferencia de
los cuadrados de sus términos

(a +b)a—b)=a’-

Ejemplos:

Productos de binomios conjugados.

1. (a+3)(a-3)=a’-3F=da"-9

2. (2a+3b)(2a-3b)=(2a)’ —(3b)* = 44> -9V’

3. (3x=-5(3x+5=(3x)"-(5) =9x"-25

4. (2a+3b-c)(2a+3b-c)=(2a+3bY —(c)’ =4a’ +12ab+9b -’

1}

(=
Evidencias de aprendizaje

Desarrolla las siguientes expresiones.

L (x=Nx+7)=
2 (s 3){reB) =

3. (5x—-4)(-5x-4)=

4 (x+2y-3)(x+2y+3)=

5. 2x"-N(2x"+T)=
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Producto de dos binomios con un término comiin
Calcula el area A4 del siguiente rectangulo.

n

mn nx
mx x?
m x

Habrés observado que hay un elemento comun, la x, al sumar las dreas de
cada region en las que estan divididos los rectangulos. Es decir,

A=x*+mx+nx+mn=x>+(m+ n)x+mn

El cilculo de este tipo de productos recibe el nombre de binomio con un

término comin, y su regla es la siguiente:

Producto de dos binomios con un término comiin

Cuadrado del comiin, mas la suma de los no comunes por el comun, més el
producto de los no comunes.

(x+mix+n)= x’ - (m+n)x + mn
.

” = —
Cuadrado del comin Sumi de los no comunes Productos de los

poe el comidn no comunes

Ejemplos:

Observa con atencion los siguientes ejemplos para que te quede claro como
se aplica la regla del producto de dos binomios con un término comuin.

L G+NDE=-5)=2+7=5x+(T-5)=2+2x—-35

2, (2a+3)2a-5)=Qar+@3-5X2a)+(3)(-5)=4a"-4a-15
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Ev

idencias de aprendizaje

Desarrolla las siguientes expresiones.

1. (a=3Kx+5)=

2, (u+SNu-9=

3. Bx=-7NBx+2)=

4. (x—4)(5x+3)=

=

Cubo de un binomio

Otro producto notable muy 1til es el cubo de un binomio, cuya re-
gla se obtiene a partir del desarrollo del algoritmo normal de la
multiplicacién.

(a+bY¥=(a+b)a+b)
=(a®+ 2ab + b (a + b)

=a +2a%h + ab* + a*b + 2ab* + B*
=a +3a*h + 3ab* + B*

Cubo de un binomio

El cubo del primer término, m4s el triple del cuadrado del primero por el se-
gundo término, mas el triple del primer término por el cuadrado del segundo,
mis el cubo del segundo término.

(a+ by =a+3ah+3ab®+ b
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Ejemplos:

Uso de la regla para elevar un binomio al cubo.

1. (2a+ 3y =(2ay + 3(2a)°(3) + 3(2a) (3" + 3P
= 8a® + 364 + 54a + 27

2. (x=-29) =x+32(-2) + 3x(-29) + (-2)?
=x* = 6x%y + 1207 - §*

-
r

" Autoevaluacion

Desarrolla las siguientes expresiones.

1. x+7P=
2. 2u-5P=
3. (5x*-4y=
Factorizacion
Por lo general, los materiales se dilatan o se contraen de lon-
g Al : ;
W W— gitud cuando se someten a un cambio de temperatura. Por
e ejemplo, una barra metdlica sufre un cambio de longitud
Al = ol t — ol ¢, cuando la temperatura se modifica de una tem-
e peratura inicial ¢, a una temperatura final £. ;Cémo puedes es-
cribir de una manera mads simple esta expresién algebraica?
ﬂ Actividad de investigacion

Investiga qué significa ol en la dilatacién lineal y cudles son los valores para el
hierro, la plata el cobre y el oro.



Transformaciones algebraicas 1

-4 =

realizando es un proceso que se llama factorizacion, <€————  DESARROLLO

Por ejemplo, escribimos:

Factor comiin en un polinomio

Compara las multiplicaciones con los factores y observa si puedes descubrir un
patrén de comportamiento.

Producto

Factores

3x+y)=3x+3y
2a(x+3)=2ax+ 6a

3x+3y=3(x+y)
2ax + 6a=2a(x + 3)

Lo que nos revelan los ejemplos anteriores es que tenemos que encontrar un

factor comin a todos los términos de la expresion y que, para poder factorizar el poli-
nomio por completo, es necesario seleccionar el mdximo factor comtin, ax", donde:

a es el méximo entero que divide a cada uno de los coeficientes del polinomio, y
n es el minimo exponente de x en todos los términos del polinomio.

Ejemplos:

a) Factoriza 6x* + 18x%.
Solucion:

Agqui, tenemos que 6 y 18 tienen como
méximo factor comin a 6, mientras
que x* y x? tienen como maximo factor
comiin a x” asi que escribimos

Verificamos la multiplicacién
6x%(x +3) =62+ 18%7

63 + 18x2 = 6x2(x + 3)

b) Factoriza 6x%? + 8x%° — 2/,
Solucion:

Aqui, tenemos que 6, 8 y 2 tienen como
méximo factorcomina 2, mientras que
x?, x? y x4 tienen como maximo
factor comiin ax)?; por lo tanto, escribi-
mos

Verificamos la multiplicacién

202G + - 1) =
6x’y* + 8x%7 — 29

6x°y? + 8y’ = 20 = (207)(3x%) + (297N 4y) + (29°)(-5”)

= 202 (3 + 4y - 57)

Bloque4 105

Cuando utilizamos la propiedad distributiva de las ex- ———3» FACTORIZACION —— )
presiones en sentido inverso al desarrollo de la multi-
plicacién o de los productos notables, lo que estamos

(x+2)(x-2)

—
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' Evidencias de aprendizaje

Factoriza por completo cada expresion.

L. 9y-18=

2. 4a*+32=

3. 3 -18x°=

4, 5x"-15x° +10x* —20x" =

5. (y-2)-x(y-2)=

Factorizacion por agrupacion

Al parecer, un polinomio como x* + 2x? + 3x + 6 no tiene un factor comin, pero
si utilizamos la propiedad asociativa y después la distributiva, veremos que si es
posible factorizar. He aqui la forma de hacerlo:

P+ 4+ x4+ 6=+ 2D +(3x +6) Propiedad asociativa
=xx+2)+3(x+2) Factor comiin en cada binomio
=(x+2)(x*+3) Propiedad distributiva con el MFC

Ejemplo:

Factoriza 6x” +2xy+—-9xy—3)".
6x? + 2xy + —9xy — 3y* = (6x + 2xy) + (—9xy — 3)") Propiedad asociativa
=2x(3x +y) - 3y(3x + y) Factor comun en cada
binomio
=(3x+)(2x-3y) Propiedad distributiva
conel MFC
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Evidencias de aprendizaje

Factoriza por agrupacidn.

1. X¥+2x"+x+2=

2, -3’ +y-3=

3. 4a’+6a’ +2a+3=

4. W +12x% +x*+4=

5 6x°+3x +2x+1=

6. Laexpresion 4=2m rh+2m r’ representa el drea superfi- —,r@
cial de un cilindro cerrado, donde % es la altura y r es el ra-
dio del cilindro. Factoriza la expresién A =2 rh+2m r’.

7. El 4rea de un trapecio estd dada por i
A=Lbh+1bh, donde h es la altura del
trapecio, y b, y b, son las longitudes de h
las bases. Factoriza A=1bh+1hh.
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Factorizacion de un trinomio cuadrado perfecto

Observa los dos cuadrados dibujados a continuacién y fijate que si bien el drea
estd expresada en dos formas diferentes, es exactamente la misma.

Producto Factores
5a 25 5
at 5a 5
a 5
A=a"+10a+ 25 A=(a+5)(a+5)=(a+5)?

El modelo geométrico anterior nos indica que:
a*+10a+5=(a+ 5y

y que la factorizacién de un trinomio cuadrado perfecto se puede obtener de la
siguiente manera:

Raiz cuadrada del

Raiz cuadrada del R
segundo término

primer término

4x* - 20x + 25 = (2x —5)?

L Signo del doble producto J

Ejemplos:

Factores de un trinomio cuadrado perfecto.
a) az+2m')+4b:=[ a + 2b }

Raiz de o Raiz de 44°

b 9 +12xp+4y = . + 2y
- b
Raiz de 0 m
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Ev

idencias de aprendizaje

Factoriza cada trinomio cuadrado perfecto.

1. xX'-6x+9=

2, xX'+dx+4=

3. 9 +42y+49=

4, x'-2x"+1=

5. 164 +40a+25=

6. Laecuacidn de costo C(x)(que se lee C de x) para la produccion de x articulos
estd dada por C(x) = x* + 12x + 36. Factoriza esta expresion.

7. Lafuncidn de demanda D(x) para un producto viene dada por D(x) =x*— 10x +25.
Factoriza la expresion.
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AUTOEVALUACION PARA EL BLOQUE 4

Considera tu desempeiio como estudiante e indica la frecuencia con que ocurre la
accion que se describe, anotando en el cuadro el nimero correspondiente.

® 0 Nunca @ 5 Algunas veces @ 10 Siempre

CONOCIMIENTOS
Después de estudiar el bloque, ;adquiriste los conocimientos que te permiten

* identificar las operaciones de suma, resta y multiplicacién de
polinomios en una variable?

» identificar el producto de binomios aplicando patrones de
productos notables?

» comprender las técnicas de extraccion de factor comun simple y
por agrupacion?

« comprender las técnicas de factorizacion basadas en productos
notables de diferencia de cuadrados y de trinomios cuadrados
perfectos?

HABILIDADES
Al finalizar el bloque, ;desarrollaste las habilidades que te permiten

* gjecutar sumas, restas y multiplicaciones con polinomios en una
variable?

» emplear productos notables para determinar y expresar el
resultado de multiplicaciones de binomios?

» formular expresiones en forma de producto, utilizando técnicas
bésicas de factorizacién?

» utilizar los productos notables de diferencia de cuadrados y de
trinomios cuadrados perfectos?

» establecer relaciones entre procesos inversos al multiplicar y
factorizar?




CALIFICACION., Cuenta el total de puntos que obtuviste en ambas tablas
y multiplica por 1.1. El resultado se interpreta de acuerdo con las siguientes

Autoevaluacion  Bloque 4

categorias:
Menos de 59 60a 69 70a79 80 a 89 90 a 100
Deficiente Regular Bien Muy bien Excelente

Para autoevaluarte respecto a las actitudes y los valores, reflexiona sobre ¢l valor
que agregaste a tu formacién educativa, desarrollo personal e interaccién con los

demads al estudiar el tema.
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Unidades de competencia

En este bloque se pretende que el alumno desarrolle las siguientes compe-

tencias:

*  Construir ¢ interpretar modelos aritméticos, algebraicos y graficos apli-
cando las propiedades de los niimeros positivos y las expresiones arit-
méticas y algebraicas, relacionando magnitudes constantes y variables, y
empleando literales para la representacion y resolucién de situaciones y/o
problemas aritméticos y algebraicos concernientes a su vida cotidiana y
escolar, los cuales le ayudarédn a explicar y describir su realidad.

* Identificar las caracteristicas presentes en tablas, graficas, mapas, diagra-
mas o textos, provenientes de situaciones cotidianas, y traducirlas a un
lenguaje aritmético y/o algebraico.

Conocimientos

Al finalizar este bloque, el alumno habra adquirido los conocimientos que le

permitiran:

*  Reconocer trinomios cuadrados que no son perfectos, como producto de
factores lineales de las formas:

X +bx+c

ax’ +bx+c,con a#0, 1



Reconocer polinomios que requieren combinar técnicas.

Identificar expresiones racionales con factores comunes y no comunes,
susceptibles de ser simplificadas.

Reconocer expresiones racionales en forma simplificada a partir de fac-
tores comunes y la division de polinomios.

Habilidades

Al finalizar este bloque, el alumno habra desarrollado las habilidades que le
permitirdn:

Factorizar trinomios de la forma x” + bx +¢.

Factorizar trinomios de la forma ax” + bx+c,con a# 0, 1.

Utilizar una o varias técnicas de transformacion para descomponer un
polinomio en factores,

Obtener factores comunes, factorizando con las técnicas aprendidas, y
reducirlos.

Ejecutar divisiones entre polinomios,

Escribir expresiones racionales en forma simplificada utilizando factores
comunes y la divisién de polinomios.

Expresar ideas y conceptos mediante representaciones en lenguaje comin,
simbélico o gréfico.

Utilizar las tecnologias para procesar e interpretar informacidn.

Construir hip6tesis y disefiar o aplicar modelos.

Actitudes y valores
Al finalizar este bloque, ¢l alumno:

Apreciara la ventaja de realizar diversas transformaciones algebraicas
para simplificar o interpretar resultados.

Asumira una actitud constructiva, congruente con los conocimientos y las
habilidades con los que cuenta, dentro de distintos equipos de trabajo.
Actuard de manera propositiva al resolver los ejercicios planteados.
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Indicadores de desempeiio

Se pretende que ¢l alumno logre:

» Resolver situaciones que incluyen magnitudes variables y utilizar las re-
presentaciones y transformaciones fundamentales del lenguaje algebraico
en trinomios y en expresiones racionales.

»  Simplificar procesos algebraicos mediante operaciones con polinomios y
factorizaciones, y combinar estos recursos para resolver problemas.

*  Redactar problemas referentes a situaciones que implican el uso y/o trans-
formacién de expresiones algebraicas.

*  Describir y justificar el uso de los procedimientos empleados para resolver
problemas, comprobar las soluciones y describirlas verbalmente.

Propuesta de aprendizaje

Un fabricante de televisores desea que la pantalla rectangular tenga 3 pulgadas
més de longitud que su altura, y que su diagonal sea 6 pulgadas mas larga que la
altura. ;Cuiles deben ser las dimensiones de 1a pantalla?

X+3

x+6

Secuencia didactica
» Consulta acerca del teorema de Pitdgoras y utilizalo para encontrar la res-
puesta.
* Con la ayuda de tu maestro, reflexiona sobre la obtencion de la expresion
5 m/s

x* = 6x—27 =0 e intenta factorizarla.
* ;Qué significan los factores?

10 m

Propuesta de aprendizaje

Se lanza hacia abajo un objeto con una velocidad (v,) de 5 metros por segundo
desde una altura 4 de 10 metros. Determina cudnto tardara en llegar al suelo.

B 1 Sugerencia: Utiliza la expresion h=51" + .
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Secuencia didactica

* Sustituye v, por 5 metros por segundo y & por 10 metros. Comenta con tu
profesor sobre esta sustitucion.

* Ordena la expresion 10 = 5¢* +5¢ e iguala a cero. Después, factoriza la nueva
expresion y reflexiona acerca de los factores esta la solucion.

 ;Porqué 5¢* +5¢—10 =0 nos da la solucién?

Factorizacion de trinomios de la forma x2+ bx+ ¢

Para factorizar un polinomio cuadritico de la forma x* +hx +¢, es necesario
observar que

x+mlix+n)= J(2 + m+nx + mn
( ) ) ( )

Proviucto de los
no comunes

Producto del

X Suma de los no comunes
comiin

por el eomiin

donde m y n son nimeros tales que (m+n)=5b y mn=c.

Ejemplos:

Factores de x” + hx + ¢ por ensayo y error.
a) Factoriza x* +7x+12.
Solucién:

Aqui, mn=12 y m+n="7; asi que buscamos por ensayo y error factores
de 12 cuya suma sea 7.

m n Suma
12 1 13
6 2 8

4 7

(Continua)
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{Continuacion)
De esta manera, vemos que m= 3y n=4son los factores de 12 cuya
suma es 7. Por lo tanto,

X +Tx+12=(x+3)(x+4)
b) Factoriza y* -8y +15.

Solucion:

Aqui, mn=15 y m+ n= -8, de manera que buscamos por ensayo y etrror
factores de 15 cuya suma sea —8.

m n Suma
L:f -15 -16
-3 -5 -8

Vemos que m=-3y n=-5 son los factores de 15 cuya suma es —8.
Por consiguiente,

X =-8x+15=(x-3)(x-5)

Ej

ercicios

Factoriza cada uno de los siguientes trinomios.

Trinomio Factores

1. x*+8x+15

2. x49x+8

3. ¥ +y-30=

4. ¥ -13y+40=
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5. La pantalla de un televisor mide 2 pulgadas més de longitud que de altura. Si la
longitud diagonal de la pantalla mide 2 pulgadas més que su longitud, ;cudl es
la medida de la diagonal de esta pantalla?

Factorizacion de trinomios de la forma ax? + bx+ ¢

Un polinomio cuadratico de la forma ax” + bx + c. donde a # 1, es factorizable si
existen dos enteros con producto a¢ y la suma de los dos niimeros es b.
Un diagrama puede ayudarte a comprender mejor esta prueba.

MNecesitamos dos nlimeros cuyo producto sea ac

ax?+bx+c

I
La suma de los dos nimeros debe ser b

Ejemplos:

a) Factoriza 6x” +7x-5.
Solucion:

Aqui, ac =-30 y los factores de =30 deben sumar 7, es decir, a+c=7; de
manera que

a c ac atc=b

10 -3 (10)(=3)=-30 10+(=3)=7

(Continiia)
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(Continuacion)

Por lo tanto, 6x” +7x—5 es factorizable y los niimeros que nos sirven son
10 y =3 porque sumados dan 7. Por consiguiente,

6x’ +7x-5=6x"+10x -3x-5¢ Agrupamos términos en pares.
S agrupan Se agrupan

=2x(3x+5)=(3x+5) Factorizamos.
=(3x+5)(2x-1)

Cuando no se encuentran dos factores cuyo producto sea ac¢ y cuya suma
a+cseab, el trinomio no es factorizable.

b) Factoriza 3x* —11x +6.

Solucion:

Aqui, ac=18 y los factores de 18 deben sumar —11, es decir, a+¢=-11;

de manera que
a 4 ac a+c=b
-9 —5 18 -9 =2 =-=11

Esto indica que 3x* —11x +6 es factorizable, y los nlimeros que nos sirven
son —9 y —2 porque sumados dan —11. Por consiguiente,

3’ =1lx+6=3x"-9x—2+6  Agrupamos términos en pares.

=3x(x-3) -2x-3) Factorizamos.

=(x-33x-2)
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Ejercicios

Factoriza, siempre que sea posible, cada una de las siguientes expresiones.

Trinomio a c ac ate=b Factores

1 59 +4y-12

2. 44’ +12a+9

3. 4F -12t+9

4, 2x'-Tx-4

5, 4x’-4x-3

6. 547142

Factorizacion de polinomios
que req“uieren combinar técnicas

A veces, al factorizar un polinomio, es posible factorizar de nuevo la expresion
resultante, lo cual permite simplificar atin mas la expresion. A este proceso de
factorizar un polinomio hasta que ya no sea posible se le llama factorizacién
completa.

Ejemplos:

Factorizacion total.

a) Factoriza 2x* —8x”.
Solucidn:
2x* —8x*=2x’(x’-4) Factor comiin: 2x’,

=2x"(x+2)(x-2) Factorizacién de x* —4 como (x+2)(x —2).
(Continua)
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(Continuacion)

b) Factoriza 4x° —20x* +24x.
Solucion:
4x* =20x" +24x = 4x(x* = 5x+6) Factor comtn: 4x.

=4x(x-3)x~-2) Factorizacién de x” - 5x +6
como (x—3)(x-2).

Ej

ercicios

Factoriza totalmente cada una de las siguientes expresiones.

Expresion Factores

2x’ - 8x° =

a't-1=

e

x*=10x+25-36)" =

W
b

4x* - 20x+24=

no| e

2x* +16x+30=

Aplicacién. El cambio de energia cinética de un mévil de masa m con velocidad
inicial v, y velocidad final v, esta dada por

1 5, 1 5
E, =_2"”w2 _Emvl

a) Factoriza esta expresion.
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b) ;Qué energia cindtica alcanza desde ¢l reposo un automévil que pesa 1,000 kg
hasta llegar a una velocidad de 80 kilémetros por hora?

Simplificacion de fracciones
racionales (fracciones algebraicas)

Cuando tratamos con el cociente de dos expresiones algebraicas, estamos traba-
jando con una expresion fraccionaria en la que ¢l valor del denominador no s
Cero.

Si el numerador y el denominador de la fraccién son polinomios, la fraccién
se llama expresién racional. Por gjemplo,

X -2x+5
x-3

Fijate que para que nuestra expresion racional tenga sentido, debemos consi-
derar valores para el denominador en los que x # 3. (Recuerda que el denominador
cero no estd definido).

Para simplificar expresiones racionales es conveniente que tanto el numera-
dor como el denominador tengan factores comunes; por lo tanto, utilizaremos la
propiedad bésica siguiente:

¥R
o R

Ejemplos:

Simplificacién de expresiones racionales.

o w224y
2ax’ +2x° Z/-x/(a+x)
-2y
_x(a+x)

(Continua)

Bloque 5
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(Continuacion)

-4 _(+a8)(1-a)
b @+2a+1 (asT)(a+1)

L
" 14a

o Frx-6_@&+Ie-<D
x*-4 (x+2)£;12f

=(x+3)
(x+2)

Aplicaciéon. Una compafiia estima que el costo en délares de producir x
articulos es:

C(x)=1,300 +x +0.0005x"
Encuentra el costo promedio de producir 500 articulos.
Solucion:

Llamemos ¢(x) al costo promedio; de esta forma:

C(x) _1,300+x+ 0.0005x” _ 1300
x - ;>

adx)= +1+0.0005x

Para producir 500 articulos, la compaiiia puede calcular su costo promedio
asi:

o(x)= % +140.0005(500) = 3.85 ddlares por articulo

' Ejercicios

Simplifica cada una de las siguientes expresiones.

Expresion Resultado
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i 18x° _
T 24x?
3x’ -3x _
31 3x =
3x
4. =
3x? =3x
'
o e
o= =
X +4x+4
. -4
Tox'—4x-4
- X -3x+2
2x" —4x+2
’ x+x—6
Tox*-4
10 2 —x" —6x
T2 -Tx+6
Aplicaciones

11. El costo de producir x unidades de un producto es C(x)=21.4x —0.002x.
Determina ¢l costo promedio para un nivel de produccion de 1,000 unidades.

Bloque 5
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12, EI gasto en publicidad nacional de una compafiia viene dado por el polino-
mio N(#) =15+ 2.5¢ —0.065¢* en miles de pesos. Por otro lado, ¢l gasto en
publicidad local es L(#) =10 +2.5¢ — 0.085¢> en miles de pesos, donde 7 es el
numero de afios después de 1998.

a) (Qué cantidad se gastd en publicidad nacional en 1998 (1 =0)?

b) ;Qué cantidad se gastd en publicidad local en 1998 (z=0)?

= )
¢) (Qué significa la expresién racional ——=7?

ON

Division de polinomios
Polinomio entre monomio

Para dividir un polinomio entre un monomio, se divide cada término del poli-
nomio entre el monomio, expresando el resultado como una serie de divisiones
de monomios.

Ejemplos:

4 3 3
(9x“—6x3+4x2)+(3x2)=%

4 3 2
=9x 6x +4x

3%’ 3 3%

=3 - 2x 42
3
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Polinomio entre polinomio

En la divisién de un polinomio entre otro polinomio procedemos de manera muy
semejante a la divisién larga en aritmética. Recordemos como es este procedi-

miento mediante un gjemplo.

Cociente

Dividendo

16
Divisor 15 ] 243 Multiplica el divisor por |

—15 resta v bajael 3

93 Multiplica el divisor por 6

90 Yy resta
3 +4— Residuo

La division anterior se puede expresar tambi¢n como

243 3 1
—=16+—=16+-
15 15 5
Con la siguiente ilustracién vamos a recordar la divisién larga de un poli-
nomio entre otro polinomio. Primero ordenamos el dividendo y el divisor en

forma descendente.

Cociente
6x — 2
Divisor —»x—4)) 6x* — 26 + |24—{Dividendo
—6x: + 24x Multiplica el divisor por 6x.
2x + 12 Restay bajael 12
2x — 8 Multiplica el divisor por —2.

44— Residuo | Resta.

El resultado de 1a division anterior es

6x> —26x+12 4
b S B A N
x—4 x—4

125
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Multiplicando por (x—4) ambos lados de la igualdad, la division se puede
escribir asi:

6x7 =26x+12=(6x—2)x—4)+4
De hecho, puedes multiplicar el lado derecho de la igualdad para comprobar
la divisién.

Ejercicios

1. Efectia las siguientes divisiones.

Division Resultado
18x* —13x" + 5x7
a) =
37
20a* -54° +84’
By e
4a
-3’ -5x-10
¢y —-=
5x

2. Realiza las siguientes divisiones de polinomios.

a) (4’ +5x-6)+(2x-3)




Transformaciones algebraicas II  Blogue5 127

b) (04*-5a° +8a-3)+(4a*-3)

) (5x°-2x* +3x—-4)+(x*-2x+1)=
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AUTOEVALUACION PARA EL BLOQUE 5

Considera tu desempeiio como estudiante e indica la frecuencia con que ocurre
la accion que se describe, anotando en el cuadro el nimero correspondiente.

® 0 Nunca @ 5 Algunas veces © 10 Siempre

CONOCIMIENTOS
Después de estudiar el bloque, ;adquiriste los conocimientos que te permiten

+ reconocer trinomios cuadrados que no son perfectos, como
producto de factores lincales?

*+ identificar expresiones racionales con factores comunes y no
comunes, susceptibles de ser simplificadas?

* reconocer expresiones racionales en forma simplificada a partir
de factores comunes y la division de polinomios?

HABILIDADES
Al finalizar el bloque, ;desarrollaste las habilidades que te permiten

» factorizar trinomios de la formax*+ bx + ¢

» utilizar una o varias técnicas de transformacioén para descomponer
un polinomio en factores?

* obtener factores comunes, factorizando con las técnicas
aprendidas, y reducirlos?

* ejecutar divisiones entre polinomios?

» escribir expresiones racionales en forma simplificada utilizando
factores comunes y la division de polinomios?

= expresar ideas y conceptos mediante representaciones en lenguaje
comun, simbélico o grifico?

= utilizar las tecnologias para procesar ¢ interpretar informacion?

= construir hipdtesis y disefiar o aplicar modelos?
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CALIFICACION. Cuenta el total de puntos que obtuviste en ambas tablas
y multiplica por 0.9. El resultado se interpreta de acuerdo con las siguientes
categorias:

Menos de 59 60 a 69 70a79 80 a 89 90 a 100

Deficiente Regular Bien Muy bien | Excelente

Para autoevaluarte respecto a las actitudes y los valores, reflexiona sobre el
valor que agregaste a tu formacion educativa, desarrollo personal e interaccion
con los demas al estudiar el tema.
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Ecuaciones lineales |

Unidades de competencia

En este bloque se pretende que el alumno desarrolle las siguientes compe-
tencias:

-

Construir ¢ interpretar modelos aritméticos, algebraicos y gréficos apli-
cando las propiedades de los nlimeros positivos y las expresiones arit-
méticas y algebraicas, relacionando magnitudes constantes y variables, y
empleando literales para la representacion y resolucion de situaciones y/o
problemas aritméticos y algebraicos concernientes a su vida cotidiana y
escolar, los cuales le ayudaran a explicar y describir su realidad.
Identificar las caracteristicas presentes en tablas, graficas, mapas, diagra-
mas o textos, provenientes de situaciones cotidianas, y traducirlas a un
lenguaje aritmético y/o algebraico.

Conocimientos

Al finalizar este bloque, el alumno habra adquirido los conocimientos que le
permitirin:

Analizar y modelar situaciones empleando ecuaciones lineales.

Describir técnicas para resolver ecuaciones lineales en una variable.
Identificar la relacion entre funciones y ecuaciones lineales.
Reconocer la funcion lineal y = mx + b y ¢l caso particular de mx+ 5=0,
Identificar los pardmetros m y b para determinar el comportamiento grafi-
o de la funcién lineal.

Reconocer diversas técnicas para graficar la funcién lineal.



Habilidades

Al finalizar este bloque, el alumno habri desarrollado las habilidades que le
permitirdn:

L]

Aplicar diversas técnicas para resolver ecuaciones lineales en una
variable.

Formular y resolver problemas, con técnicas algebraicas, en situaciones
que se representan mediante ecuaciones lineales.

Utilizar los pardmetros m y b para determinar el comportamiento de la
grafica de la funcion lineal.

Aplicar diversas técnicas para graficar la funcion lineal.

Transitar de ecuaciones a funciones lineales, y viceversa, al modelar y
solucionar diversas situaciones.

Explicar como ser la grafica de la funcién lineal a partir de los pardme-
trosmy b.

Actitudes y valores

Al finalizar este bloque, el alumno:

.

Valorar la importancia de la relacion entre funciones y ecuaciones linea-
les para examinar y solucionar situaciones.

Apreciard las representaciones graficas de las funciones como instrumen-
to de andlisis visual de su comportamiento.

Apreciard la utilidad de las técnicas algebraicas de resolucion de ecuacio-
nes para simplificar procesos y obtener soluciones precisas.

Asumir una actitud de apertura que favorece la resolucién de problemas.
Propondra maneras creativas de resolver problemas.

Indicadores de desempeiio
Se pretende que el alumno logre:

-

Utilizar la relacién matemadtica entre dos magnitudes linealmente interde-
pendientes para calcular una de ellas a partir de la otra y realizar tabula-
ciones y grificas de funciones.

Describir el comportamiento de las variables y los resultados obtenidos al
resolver problemas de ecuaciones y/o funciones lineales.

(Continiia)
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(Continuacion)

»  Emplear propiedades de las igualdades al resolver ecuaciones lineales.

» Elaborar graficas de funciones lineales mediante intersecciones con los
ejes y/o la pendiente al resolver situaciones.

* Redactar y resolver problemas referentes a situaciones que requieren del
uso de ecuaciones y/o de funciones lineales.

»  Comprobar las soluciones de un problema en el modelo lineal para obte-
ner su solucién y explicar por qué algunos resultados del modelo lineal
son inadmisibles en el contexto del problema.

» Identificar y utilizar escalas de equivalencias en graficas, tablas y mapas
para la conversién de unidades en modelos lineales, algebraicos o grafi-
cos, los cuales representan situaciones en su vida cotidiana.

»  Utilizar diagramas para expresar la relacién entre los datos y las incégni-
tas en problemas de mezclas, velocidades y movimiento rectilineo, entre
otros.

Propuesta de aprendizaje

Telefonia. Supon que quieres rentar un servicio de telefonia mévil. ;Qué te con-
viene mas: pagar $75 de renta al dia méds $1.50 por minuto, o pagar $95 diarios
sin limite de minutos en el dia?

Secuencia didactica

.

Define como x el nimero de minutos que utilices en un dia y escribe una
expresion algebraica que te permita calcular el costo total de la primera
opcion.

Escribe una relacion de igualdad entre la expresion obtenida en el paso ante-
rior y los $95 de la segunda opcién.

Con la ayuda de tu maestro, encuentra el valor de x en la igualdad generada
en el paso anterior.

Reflexiona junto con tus compafieros si el valor de x te ayuda a determinar la
opcién que més te conviene para planear el niimero de minutos diarios que
deseas hablar.

Completa la siguiente tabla y analiza algunas opciones en cuanto al niumero
de minutos diarios que podrias hablar con el primer plan.
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Niimero de minutos (x) 10 20 30 40 50 60
Costo =75+1.5x $90
Actividad de investigacion

Consulta en Internet los siguientes conceptos: pendiente, funcion lineal y ecua-
cién lineal. Recuerda que debes ser cuidadoso al elegir tus fuentes de infor-
macion, pues no todo lo que aparece en Internet es digno de crédito. Para este
caso particular, es conveniente que elijas enciclopedias o diccionarios en linea.
Ademds, recuerda que siempre debes citar tus fuentes precisas de informacion.

Modelado y analisis de ecuaciones lineales

En esta seccién resolverds situaciones en las que se apliquen las ecuaciones li-
neales o de primer grado con una incognita.

Por ejemplo, observa la figura del anuncio en esta pagina; nos dice que se
descuentan $40 del precio original de una lata de impermeabilizante y que ahora
su precio es de $79.99. ;Cual era el precio anterior p de la lata?

: ﬁ’“’ Iimpercool
W‘p Ahora $ 79@

CUBIERTA PROTECTORA
NO SE DECOLORA
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Solucién:

Puesto que el precio p se rebajo $40, entonces el nuevo precio es p —$40. Como
el nuevo precio es $79.99, tenemos que

p-40=79.99

Aplicando la propiedad aditiva de las igualdades, sumamos 40 en ambos
lados de 1a igualdad y obtenemos el precio original p:

p—40+40=79.99+40

p=119.99

Por lo tanto, el precio anterior de la lata de impermeabilizante era de
$119.99.

Desde luego, éste es un gjemplo muy elemental de la resolucion de ecua-
ciones de primer grado con una incognita, pero es importante que te familiari-
ces con su andlisis y su operatividad para que tengas mejores resultados en su
aplicacién.

Una ecuacién es un enunciado que establece que dos expresiones matemati-
cas son iguales, por gjemplo, en la situacién anterior,

p-40=79.99

€8 una ecuacién y, como vimos, su solucion simplemente expresa una relacion
de igualdad entre dos cantidades que son ficiles de calcular e ilustra el patrén de
comportamiento de este tipo de relaciones.

La mayor parte de las ecuaciones que se estudian en dlgebra contienen va-
riables, las cuales generalmente son letras que representan cantidades numeéricas.
En las ecuaciones

x(x—4)=x*—4x 2y+3=7

las letras x y y son variables. En la expresion x(x — 4) = x> —4x estamos repre-
sentando la propiedad distributiva de la multiplicacién, y es verdadera para cual-
quier valor de x; en este caso, la ecuacion recibe el nombre de identidad.

En el casode 2y +3 =7 existe un solo valor, y =2, que hace que la igualdad
sea verdadera y se llama solucién o raiz de la ecuacidén.
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Ecuaciones equivalentes

Cuando dos ecuaciones tienen las mismas soluciones, se dice que son equivalen-
tes. Para encontrar su solucion, intentamos una equivalencia mas sencilla y que
contenga la variable sola en uno de los lados del signo de igualdad (=). Ademas,
es indispensable utilizar de forma adecuada las propiedades de la igualdad.

Como sabemos, las propiedades de la igualdad esta-
blecen que, al resolver una ecuacion, deben efectuarse las
mismas operaciones en ambos lados de la igualdad. Por

Propiedades de la igualdad

1. Si a=b, entonces, a+c=b+c
ejemplo, al resolver 3x +5 = 26 , primero tenemos que su-

mar (=5) y luego multiplicar por 558 ambos ladosdela 2 Si g=5, entonces, ac=bhc
igualdad.

Ix+5+(=5)=26+(-5) Sumamos (-5).
Ix=21
l-3:c—121 Multipli 1
3 =3 ultiplicamos por 3 |
x=7 Simplificamos.

Para verificar si la solucion es correcta, sustituimos en la ecuacion el valor de
x=17, y la parte izquierda de la igualdad debe ser igual que la de la derecha.

x=7
l
I(N+5=26

26=26 jcorrecto!

Técnicas para resolver ecuaciones lineales

La clase mis sencilla de ecuaciones son las ecuaciones lineales o de primer
grado. Una ecuacion lineal es de la forma ax+ b =0, donde a y b representan
nimeros reales, a # 0,y x es la incognita que hay que definir.
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Ejemplos:

1. Resuelve la ecuacion 2x —4=35x+8,

Solucion:

Hay que buscar una ecuacion equivalente de forma que en un lado tenga los

términos en x y del otro los valores constantes.

2x—-4=5x+8
(2Zx-4)+4=(5x+8)+4

2x=5x+12

2x=5x =(5x+12)-5x

-3x=12

el

x=-4

Suma 4 en ambos lados.
Simplifica.

Resta 5x en ambos lados.
Simplifica.

Multiplica por (—% )

Simplifica.

2, Resuelve la ecuacion 5(x+2)=3(x+1)+9.

5(x+2)=3(x+1)49
5x+10=3x+3+9
Sx+10=3x+12
Sx+10-10=3x+12-10
Sx=3x+2

Sx—-3x=3x-3x+2

]

x=

2
2

ST T

x=1

Propiedad distributiva.
Simplifica.

Resta 10 en ambos lados.
Simplifica.

Resta 3x en ambos lados.

Simplifica.

Divide entre 2 en ambos lados.

Simplifica.



Comprobacion:
x=1
51+2)=3(1+1)+9
53)=3(2)+9
15=15 jverdadero!
Ejercicios

Resuelve las siguientes ecuaciones.

Ecuaciones lineales 1

Ecuacion

Solucion

1. 3x-12=0

2, -3x+1=-9

3. 8t+4=15-10

4, 3Ix+4=x+10

(Continiia)

Bloque 6

137



138  MatemiticasI Algebra
(Continuacicn)

5 4u-7=6u+9

6. 10-3z=8-6z

7. 5(x+2)=3x+3)-1

8. 5(4-3a)=7(3-4a)

Propuesta de aprendizaje

Eficiencia. Una méquina trilladora de trigo, designada como
A, puede hacer un trabajo en 3 dias y otra, llamada B, puede
efectuarlo en 5 dias. ;En cudnto tiempo terminardn el trabajo
entre ambas?
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Secuencia didactica
» Modelo verbal: Tiempo total del trabajo es igual al tiempo empleado por am-
bas méquinas.
» Designa como x ¢l tiempo total para realizar el trabajo.
1
+ Estaris de acuerdo en que la miquina A realiza Ex, y la miquina B realiza

1
Ex’ y entre ambas méiquinas efectiian el 100% del trabajo.

* Con el apoyo de tu maestro plantea una ecuacion y resuélvela.

Actividad de investigacion

{Cual es la funcién de una maquina trilladora de trigo?

{Qué importancia econdmica y alimenticia tiene la produccion de trigo en nues-

tro pais?
{Cudles paises son los mayores productores de trigo?

Ecuaciones lineales con coeficientes fraccionarios

Ejemplo:
Redielve 24 =l EIMCD de4y 5 es 20
4 5
Solucion: ; g ;
3 X o 1515 @) 5)=20
(20)1 +(20) % =1(20) Multiplica por el MCD = 20. &
15+4x =20 Simplifica.
Comprobacién
15-15+4x=20—-15 Resta 15 en ambos lados.
x=2
4x=5 Simplifica. 4
4x 5 ¢
il Divide entre 4 en ambos lados. 5
4 4 y
3.4 3 .1 58
5 —t—=—+—.—=1
x== Simplifica. 4 5 4 54
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Ejercicios

Resuelve las siguientes ecuaciones.

Ecuacion Solucién
L 3x+5 +x+3 -12
3 3
X X
R |
2 3 2
u+l 2u-2
£l S = 3
3 4 3
2k-1 k-4
L 5
Aplicaciones
Considera el siguiente diagrama como un sistema de acceso a la resolucién de
problemas aplicados.
Modo verbal {Qué conocemos? Ecuacion

o grafico Qué queremos? algebraica olucion
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Ejemplos:

1. Josétiene untrabajo en el que gana $120,000 anuales, lo que incluye un bono de $10,000 al final
del afio. Si recibe un pago quincenal, ;cudl es el ingreso bruto que recibe en cada cheque?

Modelo verbal £Qué conocemos?
Ingreso por aiio = 24 pagos + bono Ingreso por aiio = $120,000
Bono = $10,000
¢Qué queremos?

Cantidad en cada cheque =x

Ecuacion Solucion

Utilizando las técnicas usadas en la reso-

lucién de ecuaciones tenemos que
$120,000 = 24x +10,000

.  12,0000-10,000
24

El ingreso por cada cheque es de
$4,583.33

=$4,583.33

2. Roberto invité al cine a su novia y durante la funcién compraron tres refrescos del mismo precio
y dos bolsas de palomitas de $22 cada una. Si Roberto gasté $100 en total, ;cudnto costé cada

refresco?
Modelo verbal ¢Qué conocemos?
Gasto total = 2 bolsas de palomitas de Gasto total = $100
$22 cada una + refrescos

Costo de las palomitas = (2)($22) = $44
¢Qué queremos?

Precio de cada refresco = x

(Contintia)
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(Continuacion)

Ecuacion Solucion

$100 = $44 + 3x Utilizando las técnicas usadas en la reso-
lucién de ecuaciones tenemos que

10044
T3

=$18.66

X

Cada refresco costo $18.66.

3. Silvia invierte $100,000 en dos cuentas diferentes; en una de ellas le pagan el 6% anual de inte-
rés simple y en la otra el 5%. Si el interés total es de $5,700 al afio, ;cudnto dinero estd invertido

en cada una de las cuentas?
Modelo verbal ZQué conocemos?
Interés total generado por $100,000 divi- Dinero invertido = $100,000
dido en dos cuentas.

Tasa de interés de una cuenta = 6%
Tasa de interés de la otra cuenta = 5%
Interés total recibido = $5,700

¢Qué queremos?

Cantidad invertida al 6% =x
Cantidad invertida al 5% = $100,000 - x
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Ecuacion

0.06x +0.05(100,000 - x) = 5,700

Solucion
0.06x +5,000-0.05x = 5,700
0.01x+5,000=5,700

0.01x =35,700- 5,000=700

x=190 _ 70,000
01

100,000 — x = 100,000 70,000 = 30,000

Silvia invirtié $70,000 al 6% y $30,000
al 5%.

143

Un autobus recorre la distancia de Chihuahua a Ciudad Judrez a una velocidad promedio de
95 km/hr, y de regreso viaja a una velocidad promedio de 90 km/hr. Si todo el recorrido duré 8
horas, ;cuél es la distancia de Chihuahua a Ciudad Juirez? va

Modelo verbal o grafico

Tiempo total del viaje = Tiempo de ida
+ tiempo de regreso

2Qué conocemos?

Velocidad promedio de ida =95 km/hr

Velocidad promedio de regreso =
90 km/hr

Tiempo total del viaje =8 hrs
¢Qué queremos?

Distancia de Chihuahua a Judrez = s

Ecuacion

- |t

La relacion de velocidad es v =

?
2 s ;
entonces, el tiempo ¢ es t =—; el tiempo
Vv

. 5 Wy
deidaes 7, =— yelderegreso t =— .
V’ Vr

Por lo tanto,

Solucion

5 5
—+—=8

95 9%

90s + 955 = 68,400

_ 68,400
185

La distancia de Chihuahua a Ciudad
Juarez es de 370 km aproximadamente,

=369.72=370

5
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Evidencias de aprendizaje

En cada una de las siguientes situaciones, completa los datos que faltan en la tabla para encontrar la
solucién.

1. Dimensiones de un anuncie. Un anuncio tiene impresa su parte central con forma rectangular,
que mide 100 por 140 centimetros, y estd enmarcada con una banda de ancho constante. El peri-
metro del cartel es 1.5 veces el del 4rea impresa. ;Cudl es el ancho de la banda, y cudles son las

dimensiones del cartel?
Modelo verbal o grafico ZQué conocemos?
| [ 100 cm N Perimetro del drea impresa =2-100 +2 -140
=480
Perimetro del cartel = 1,5 veces el perimetro
del dreq impresa = (1.5)(480)=720.
140 cm 2Qué queremos?

Ancho de la banda = x

¥ Dimensiones del cartel

X

X (100 +2x)(140 +2x)

> X [
Perimetro = 2(100 +2x)+2 (140 +2x)
Ecuacién Solucién

Ancho de la banda =

Dimensiones del cartel =

2. Altura de un edificio. Se desea calcular la altura de un edificio. Para lograrlo, una persona de
1.80 metros mide la sombra que proyecta ¢l edificio, la cual resulta ser de 10 metros, mientras
que su propia sombra mide 1 metro. ;Cuél es la altura 4 del edificio?
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Modelo verbal o gréfico

i

|510m | H_"‘;

2Qué conocemos?
Sombra del edificio =
Sombra de la persona =
Altura de la persona =
ZQué queremos?

Altura del edificio=h

Ecuacion

Considerando las razones entre triangulos

h 180

10 1

Solucidn

Altura del edificio =

3. Mezclas y concentraciones. Con el propésito de elaborar oro blanco para las amalgamas den-
tales, los especialistas mezclan oro puro y platino. Supongamos que se desea elaborar 10 onzas
troy de oro blanco para vender a $415 la onza. Si el oro puro cuesta $400 la onza y el platino a
$475 la onza, ;qué cantidad de cada uno se debe mezclar?

Modelo verbal

10 onzas de oro blanco a $415 cada onza debe
ser igual a la mezcla de una cantidad de oro
puro a $400 por onza mds otra cantidad de
platino a $475 la onza.

2Qué conocemos?
Precio de 10 onzas de oro blanco = $415
Precio de una onza de oro puro = 3400
Precio de una onza de platino = $475
¢Qué queremos?
Cantidad necesaria de oro puro=x

Cantidad necesaria de platino= 10— x
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Ecuacion Solucion

Sugerencia: Suma el costo de cada uno de los

metales que van a componer la mezcla, y el
total debe ser $4,150,

4. Saul revisa su cuenta bancaria y observa que tiene $12,378.00 después de que
el banco le ha abonado sus respectivos intereses del 8%. ;Cudnto tenia antes de
que ke depositaran los intereses? A continuacion aparece ¢l resultado; sin em-
bargo, lo importante es que expongas la forma como se llega a ese resultado.

5. Lasumade 3 nimeros consecutivos (n, n,+1, n +2) es 156. ;Cudles son esos
niimeros? Plantea la forma de llegar al resultado.

6. Reparte 300 dblares entre 4, B y Cde forma que la parte de Bsea el doble de la
de A, y la de C'sea el triple de la de 4. Plantea la forma de llegar al resultado.
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7. Un ganadero compré el doble de vacas que de bueyes. Por cada vaca pagd
$7,000 y por cada buey $8,500. Si el importe total de la compra fue de

$270,000, ;cudntas vacas y cuantos bueyes comprd? Plantea la forma de lle-
gar al resultado.

8. Durante su carrera en ligas mayores, Hank Aaron conect6 31 cuadrangulares
mds que Babe Ruth. Juntos batearon 1,459. ;Cudntos conectdé Babe Ruth?
Plantea la forma de llegar al resultado.

9. El gerente de una gasolinera compré 60,000 litros de gasolina verde y roja
por $295,360. Suponiendo que el precio de mayoreo para los concesionarios
es de $4.89 por litro de gasolina verde y $5.03 por litro de gasolina roja,
Jeudntos litros comprd de cada una? Plantea la forma de llegar al resultado.
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10. Un inversionista invierte $20,000, una parte al 6% y el resto al 8%. Si su inte-
rés anual proveniente de estas dos inversiones suma $1,500, jcudnto invirtié
a cada tasa? Plantea la forma de llegar al resultado.

11. ;Cuéntos litros de solucién de glicerina al 40% deben mezclarse con 10 litros
de una solucidn de glicerina al 80% para obtener una solucién al 65%7 Ob-

serva la tabla adjunta,
=i . : Litros de la
Solucion de gicerina | Litros % CoRcantracin
A x 0.40 0.40x
B 10 0.80 8
Mezela x+10 0.65 0.65(x + 10)

12. Si el precio del cobre es de 0.65 de ddlar la libra, y el precio del zinc es
de 0.30 ddlares, ;jcudntas libras de ambos deben mezclarse para obtener 70
libras de bronce, el cual se vende a 0.45 dolares por libra? Sugerencia: Com-
pleta la siguiente tabla para encontrar la respuesta.

Metal Cantidad Costo




Sistema coordenado en el plano

Antes de ocuparnos de la relacién entre la funcién lineal y la ecuacién
lineal, es conveniente entender la utilidad de la correspondencia entre
puntos geoméiricos y numeros reales, puesto que esta relacion nos per-

mite comprender el concepto de sistema de coordenadas rectangula-
res o cartesianas.

El sistema coordenado es un sistema rectangular, llamado asi en ho-
nor a su descubridor, René Descartes (1596-1650). Se trata de un sistema
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7 Y
[ H= +) I+, +)

¢ Plx, y)

. . . -

< "2

I (-, -) IV, =)

) 4

formado por dos ejes que se cortan perpendicularmente y que generan
cuatro regiones, donde a cada punto le corresponde precisamente un par
de niimeros reales.

A continuacién se muestran los elementos que componen este sistema.

P(x,y) es un punto geométrico, donde (x, y) representa un par de nimeros
reales.

x llama abscisa y y se llama ordenada; juntas, se llaman coordenadas.

Los cuadrantes se designan como 1, 11,  y 1v y definen los signos de las
coordenadas.

Autoevaluacion

1. En la grifica 1 localiza los puntos indicados a la izquierda, vy en la gréifica 2 escribe las coordenadas de

cada punto correspondiente a las coordenadas sefialadas.

" y
A A .
P4, 5) Al ) c
A
0(-4.5,3.7) B( )
AR . P cl ) < »
4
s(3, -3) D{ )
w A
Y A 4
Grafica 1 Gréfica 2
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2. La siguiente grafica indica las cifras de la venta de teléfonos personales en
millones de unidades para los afios 1985 a 1989. Fijate que en el eje horizon-
tal estd determinado ¢l afio y en el vertical el niimero de unidades vendidas.
Escribe los siguientes pares ordenados:

@) La cantidad de teléfonos vendidos en 1988.
b) El afio en que las ventas fueron de 7.1 millones unidades.

~

8
Millones de
unidades 6

4
2

I
85 86 87 88 89

Ahora que conocemos el sistema de coordenadas en el plano, estamos en
condiciones de relacionarlaecuacién lineal con su lugar geométrico, es decir, con
la linea recta o funcion lineal.

Supongamos que deseamos rentar un automovil que cuesta $300 por dia méas
$2 por kilémetro recorrido. Asi, la ecuacion para el costo y basado en el nimero
x de kilémetros recorridos es la siguiente:

y = 2x + 300
Costo Costo por kn Renta fija

Esta ecuacion nos permite calcular los pares ordenados de la forma (x, y)
dependiendo del nimero de kilémetros recorridos. Grafica los valores de 1a tabla
y observa ¢l lugar geométrico resultante al unir los puntos.

X (km)

10

20 30 40 Vil

y($)

320 340 360 380 400 B

380

360
340
320

300

10 20 30
x(km)
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Relacion entre funciones y ecuaciones lineales

Como te habrds dado cuenta, la grifica es una linea recta y representa la ecua-
cion de primer grado o funcién lineal. Su principal caracteristica es que los
puntos que la forman guardan entre si una relacién que no cambia. Esa relacion
se llama pendiente, se simboliza con la letra m y es el coeficiente del término en
x cuando la y estd despejada, como en este caso.

En cursos posteriores de geometria analitica estudiards la relacion constante
llamada pendiente, pero por €l momento es conveniente que te fijes que es una
razén de cambio de las ordenadas entre las abscisas. Es decir, en nuestro gjem-
plo, el costo de $2 por kilémetro recorrido representa ese valor y significa que
cada vez que recorremos un valor en x a la derecha, subimos 2 en y.

SA

Funcién lineal
Es una linea recta cuya ecuacion tiene la forma
y=mx+b

donde para cada valor de la variable independiente x, existe uno y sélo un
valor para la variable dependiente y. La m es la pendiente de la recta y b es
la interseccion con el gje y.

Caso particular (y = 0)

En el caso particular en que y =0, 1a funcion lineal y = mx + b se convierte en la
ecuacion lineal mx+b=0 que hemos estudiado en apartados anteriores. El va-
lor de x obtenido en este caso particular representa la interseccién de la recta con
el eje x y se conoce como soltucion o raiz de la ecuacion.

151
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Ejemplos:

1. Intersecciones con los ejes. Grafica la funcion lineal
y=2x+4
Solucion: >

(0, 4) /
Interseccion con el gje x (y = 0):

Resolvemos 2x+4=0, por lo tan-
_ —(-2,0)
to, x= 74 = -2, y el punto de inter- /

seccion es (- 2, 0):

Y

Interseccién con el gje y:

Como b =4 entonces el punto de in-  Gréfica de la funcién lineal
terseccion es (0, 4). y=2+4

Raiz de la funcion lineal

Por cierto, si te fijas, cuando y = 0, nuestra ecuacion se convierte en
2x+4=0 y x =-2. Este valor se llama la raiz de la ecuacion.

3
2. Uso de la pendiente. Grafica la funcion lineal y = —5x+3 :
Solucion:
Recuerda que el coeficiente de xes la pen-

; S 3
diente m. En esta situacion, m = -5 ¥

(0, 3)
cuando la pendiente de una recta es nega- &
tiva, significa que estd inclinada mads de =
90 grados. o
Como b =3 larecta pasa por el punto @

(0, 3); apartirde este punto avanzamos 3uni-
dades verticalmente y 2 horizontalmente.

y=—-—x+3
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3. Ecuacion lineal expresada como una funcién lineal. Expresalaecua-
cion x—2y—4=0 como una funcié6n lineal y bosqueja su grafica.

Solucion:
1
Aplicando las propiedades de las igualdades, y = 55 2,

1
La funcién nos indica que m=5 y b=-2. Con estos datos ya pode-

mos graficar.
A
e %
/ @
1
y=—x-2
f
Ejercicios
1. Escribe la expresion algebraica de la funcidn correspondiente debajo de cada
grifica.
A
(0, 4)
@
O,

(0, -3) /
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2. Grafica una por una las siguientes funciones atendiendo a las intersecciones

con los gjes.
a) y=2x-1 by y=-2x-1
A A
> »
% 0 % 0
0 0
3. Grafica una por una las siguientes ecuaciones.
a) 2x-y+4=0 b) 3x-y=3
A A
> >
x 0 x 0
0 0

4. De acuerdo con el Departamento de Agricultura de Estados Unidos, ¢l con-
sumo total diario de grasa g (en gramos) por persona se puede aproximar

mediante la ecuacién g =140 +¢, donde 7 es la cantidad de afios después de
1950 (¢= 0).
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a) (Cuil fue el consumo diario de grasa por persona en 19507
by ;Cuil es el consumo diario de grasa que se calcula para ¢l afio 20007
¢) Traza la grafica de g=140+1.

9A

250
200
150
100

50

L

> T
10 20 30 40 50 60

5. De acuerdo con la Asociacion de la Industria de la Grabacidn, el porcentaje p
en dolares de ventas por grabaciones de jazz se puede aproximar mediante la
ecuacion p = 6—0.6¢, donde ¢son los afios después de 1989.

a) Encuentra las intersecciones en t y en p para esta ecuacién.
b) Grafica la ecuacién.

- 7 B - L -

-

2 4 6 8 10 12
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AUTOEVALUACION PARA EL BLOQUE 6

Considera tu desempefio como estudiante ¢ indica la frecuencia con que ocurre la
accion que se describe, anotando en €l cuadro el nimero correspondiente.

® 0 Nunca @ 5 Algunas veces @ 10 Siempre

CONOCIMIENTOS
Después de estudiar el bloque, ;adquiriste los conocimientos que te permiten

» analizar y modelar situaciones empleando ecuaciones lineales?

» identificar la relacién entre funciones y ecuaciones lineales?

* reconocer la funcidn lineal y = mx + b y ¢l caso particular de
mx+b=0?

» identificar los pardmetros m y b para determinar ¢l
comportamiento grafico de la funcién lineal?

» reconocer diversas técnicas para graficar la funcién lineal?

HABILIDADES
Al finalizar el bloque, jdesarrollaste las habilidades que te permiten

*  aplicar diversas técnicas para resolver ecuaciones lineales en una
variable?

* formular y resolver problemas mediante ecuaciones lineales?

+ aplicar diversas técnicas para graficar la funcién lineal?

» transitar de ecuaciones a funciones lineales, y viceversa?

* explicar como serd la grifica de la funcion lineal a partir de los
parimetros my b?




Autoevaluacién  Bloque 6

CALIFICACION. Cuenta el total de puntos que obtuviste en ambas tablas
y multiplica por 0.9. El resultado se interpreta de acuerdo con las siguientes
categorias:

Menos de 59 60 a 69 T0a79 80a 89 90 a 100

Deficiente Regular Bien Muy bien Excelente

Para autoevaluarte respecto a las actitudes y los valores, reflexiona sobre el
valor que agregaste a tu formacion educativa, desarrollo personal ¢ interaccion
con los demads al estudiar el tema.
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Unidades de competencia

En este bloque se pretende que el alumno desarrolle las siguientes compe-
tencias:

.

Construir ¢ interpretar modelos aritméticos, algebraicos y graficos apli-
cando las propiedades de los niimeros positivos y las expresiones arit-
méticas y algebraicas, relacionando magnitudes constantes y variables, y
empleando literales para la representacion y resolucion de situaciones y/o
problemas aritméticos y algebraicos concernientes a su vida cotidiana y
escolar, los cuales le ayudaran a explicar y describir su realidad.
Identificar las caracteristicas presentes en tablas, grificas, mapas, diagra-
mas o textos, provenientes de situaciones cotidianas, y traducirlas a un
lenguaje aritmético y/o algebraico.

Conocimientos

Al finalizar este bloque, el alumno habra adquirido los conocimientos que le
permitiran:

-

Reconocer la solucion de un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas
(2 % 2) mediante las grificas de funciones lineales.

Identificar graficamente si un sistema de 2 X 2 posee una o infinitas solu-
ciones, 0 ninguna.

Reconocer la solucién de un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas
(2 % 2) mediante métodos numéricos y analiticos, métodos de reduccion



algebraica (suma y resta, sustitucion e igualacién) y método numérico por
determinantes.
Ubicar e interpretar situaciones diversas utilizando sistemas de 2 x 2.

Habilidades

Al finalizar este bloque, el alumno habri desarrollado las habilidades que le
permitirdn:

Resolver sistemas de dos ecuaciones con dos incdgnitas, utilizando méto-
dos numéricos, analiticos y graficos.

Expresar y solucionar situaciones diversas utilizando sistemas de 2 x 2.
Resolver sistemas de ecuaciones de 2 X 2 empleando métodos de reduc-
cion algebraica y numérica.

Formular argumentos referentes a la solucién y aplicacion de sistemas de
ecuaciones.

Actitudes y valores
Al finalizar este bloque, el alumno:

.

Apreciard la diversidad y efectividad de los métodos de resolucién de sis-
temas de ecuaciones de 2 X 2.

Valorar4 la aplicabilidad de los sistemas de 2 X 2 en la modelacién y reso-
lucion de diversas situaciones.

Asumira una actitud constructiva, congruente con los conocimientos y las
habilidades con los que cuenta, al realizar actividades asignadas.

Indicadores de desempeiio
Se pretende que el alumno logre:

Identificar situaciones en las que las magnitudes constantes o variables se re-
lacionan mediante sistemas de dos ecuaciones lineales con dos incognitas.
Representar en los ejes vertical y horizontal, respectivamente, las varia-
bles dependiente e independiente de las funciones lineales asociadas a los
sistemas de ecuaciones de 2 X 2, y calcular una a partir de la otra para
tabular valores y graficar.

(Continiia)
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(Continuacidn)

*  Resolver problemas de ecuaciones lineales utilizando métodos de reduc-
cion, determinantes o graficas de funciones asociadas de sistemas de ecua-
ciones lineales de 2 x 2,

*  Identificar las soluciones de los sistemas de ecuaciones lineales de 2 x 2,
comprobarlas empleando modelos algebraicos o grificos, y explicar por
qué algunos resultados son inadmisibles en el contexto del problema.

*  Extraer informacién de registros algebraicos, o bien, de gréficas, tablas y
mapas, y utilizar la escala o equivalencia de unidades para realizar conver-
siones a medidas reales o viceversa.,

Propuesta de aprendizaje

Tienes dos alternativas para contratar un servicio de televisién. Una opcion A de
cable cuyo costo de instalacion es de $200 més $150 mensuales de renta, y otra
opcién B con receptor de antena cuyo costo de instalacion es de $1,400 mas $100
por renta mensual. ;En cuantos meses los costos seran iguales?

Secuencia didactica
* Vamos a llamar y al costo total de la instalacién del servicio de cable mds el gasto
de $150 mensuales por x meses. Escribe una ecuacion para y en funcion de x.

Observa la gréfica.
* Completa la siguiente tabla donde y es el costo del servicio de cable por x meses.

Costo x y
A
3,800
0
2,900
2,000 6
1,100
200 12
» Meses
6 12 18 24 18

*  Vamos a llamar y al costo total de la instalacion del servicio con receptor de an-
tena ms el gasto de $100 mensuales por x meses. Escribe una ecuacién paray en
funcién de x. Observa la gréfica.

* Completa la siguiente tabla donde y es el costo del servicio de antena por
x meses.



3,800
2,300
2,000
1,100
200

n ANTENA

6 12 18 24 30

» Meses
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12

18

* QGrafica la informacién de las dos opciones sobre los
mismos ejes coordenados.

* Con referencia a la gréfica conjunta: jcudndo es mas
barato el servicio de cable?, jcudndo es mas barato

el servicio con receptor de antena?

3,800

200

Solucion grafica de un sistema lineal
de dos ecuaciones con dos incognitas

2,900
2,000
1,100

Costo

» Meses

Si observamos en la siguiente grifica, es muy evidente que hay un punto donde
las lineas de la oferta y la demanda coinciden; este punto se 1lama de interseccién
y es la solucién simultdnea de las dos ecuaciones que representan a las lineas. En
esta seccién vamos a aprender el método grafico para resolver un sistema de dos
ecuaciones lineales con dos variables, si es que existe la solucion.

150

130

110

70

Oferta y demanda de energia

Miles de millones

de barriles de petrélea DEMAN D&
al dia il
.
DEH‘E;-LL,,,,
<" OFERTA
',4,//1/.

- 4"'}

Equilibrio

1980 1990 2000

Ano
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La solucion simultinea de dos ecuaciones con dos variables es un par ordenado
de nimeros reales (x, y) que representan un punto comun al lugar geométrico de las
dos lineas rectas. Por lo tanto, en el método grafico nos basaremos en la grifica de
las dos ecuaciones lineales para determinar su solucion.

Ejemplos:

1. Encuentra de manera gréfica la solucién de
2x-y=0
Ix+2y=14
Solucién:

Primero que nada, hay que graficar cada ecuacién como lo hicimos en la
seccion anterior. Para ello, construyamos una tabla como la siguiente:

2x-y=0

x | y=2x x y=——j—x+?

Ix+2y=14

En la grifica podemos apreciar claramente que el par ordenado que satisfa-
ce al sistema de ecuaciones es (2, 4). Veamos la comprobacion.

22) -4 =0
3(2)+2(4)=14
2. Encuentra de manera grafica la solucion de
x+y=4

2y—x=-1
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Solucion:
Al igual que en el gjemplo anterior, construyamos una tabla para graficar
las ecuaciones dadas.
1 Y y=a-x|
x y=4-x x y=_-x— 2
0 4 1 0 Solucién— -~
- x
4 0 51 =1 LA \
S
Como se observa en la grifica de estas dos | L~

lineas, 1a solucién es (3, 1). {Compruébalo!

Aplicacién

El restaurante Las Brasas paga a sus camareros $500 a la semana mas las propi-
nas, que promedian $100 por mesa. L.a Fogata paga $1,000 a la semana, pero las
propinas promedian s6lo $50 por mesa. ;Cuédntas mesas x tendria que atender un
mesero para que su salario semanal y fuera el mismo en ambos restaurantes?

Solucion:

Con la siguiente tabla resumimos la situacién.

Restaurante

Las Brasas

La Fogata

Salario

y=500+100x

y=1,000+50x

En la grifica de ambas funciones se aprecia que los valores son (8, 1,400), es

decir, con 8 meses el salario seré igual a $1,400.

2,000

1,600
1,400

800
400

Salario ($)

A

b

— o m mEE R EEE s R .
1,200

Las Brasas
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—_—

Evidencias de aprendizaje

Resuelve cada sistema por graficacion.

L x+y=4
x—y==2
B7 N
x |y= x |y= — T —T— T
—>
| x
2, Ix-2y=6
x+y=-3
7 \




Ecuaciones lineales I Bloque7 165

3 x-2y=2
p=2
| | YA
X ¥y= X ¥y= | T
-
il
.4
4, y=3x+6
y==2x-4
EERE7 \
X y= X ¥y= —t
>
X
%
5. La compafiia telefénica A tiene un plan que Costo
cuesta $200 al mes mas $1 por cada minuto x de -~

tiempo aire, mientras que la compafifa B hace  1.000
un cargo de $500 mensuales mds $0.40 por cada 800
minuto x de tiempo aire. Determina graficamen-

te en qué momento el costo y es igual en ambas e
compafiias. 400
200

» Minutos

100 200 300 400 500
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Grafica de una o infinitas soluciones, o ninguna

Ejemplos:

1. Encuentra de manera grafica la solucién de

x+2y=4
x+2y=-2
Solucion:

Construyamos una tabla para graficar las ecuaciones dadas.

x | y= lxl x ]+2 >~
=———X—- =——X
2 v 2 \\x+2y=4=
| x
-2 0 2 1 Tx+2y ==2 " [~]

Como se aprecia en la gréfica, las rectas son paralelas y no se intersecan;
por lo tanto, ¢l sisterna no tiene solucién. Cuando ocurre esto, ¢l sistermna suele
llamarse inconsistente y las pendientes de la rectas son iguales.

2. Encuentra de manera grafica la solucion de
4x+2y=8
2x+y=4
Solucion:

Construyamos una tabla para graficar las ecuaciones dadas.

|
y=—2x+4 y=4-2x — X
|
4 4 |
0 0 I
|
|

4x + 2y=8
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Cuando revisamos los puntos de cada ecuacion, lo que vemos es que son los mismos para ambas.
1 Qué significa esto? Significa que las grificas de cada ecuacion lineal coinciden, es decir, son las mis-
mas. De esta forma, la solucidn para una es la misma que para la otra; de hecho, hay un niimero infinito
de soluciones. Se dice que un sistema de esta clase es dependiente.

Como hemos visto hasta aqui, un sistema de ecuaciones puede tener exactamente una solucién (cuan-
do las lineas se cruzan). En tal caso, el sistema se llama consistente; cuando no tienen solucion (las lineas
son paralelas), el sistema es inconsistente; o bien, cuando existe un nimero infinito de soluciones (las
lineas se superponen), el sistema es dependiente. Las siguientes figuras ilustran los tres casos.

A A A
> / > /}
Sistema consistente e Sistema inconsistente; lineas Sistema dependiente; las
independiente (una sola paralelas (ninguna solucién). lineas coinciden (nimero
solucion). infinito de soluciones).
Evidencias de aprendizaje

Resuelve cada sistema por graficacion, Determina si las rectas son paralelas, si se
cortan en un punto o si tienen un nimero infinito de soluciones.

. x+y=3
2x=-y=0
| BZ
x |y= x |y= 1

=y
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2, Ix+12py=2

x+4y=8

73

=y |

3. 2x+4y=8

x+2y=4

Vi

=Y

Autoevaluacion

Califica como falsa o verdadera cada afirmacién marcando la casilla correspon-
diente con v'.

Un sistema de ecuaciones de 2 x 2; Falso Verdadero

1. No tiene solucion si las rectas son paralelas.

2. No tiene solucidn si las rectas se ¢cruzan en un
punto.

3. Tiene infinidad de soluciones si las rectas quedan
sobrepuestas,
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Técnicas analiticas para la resolucion de sistemas
de dos ecuaciones con dos incognitas

Métodos de sustitucion e igualacion

Los métodos de sustitucion e igualacién para resolver ecuaciones simultinea-
mente son procesos analiticos més eficientes y mds precisos que el grifico. En
estos métodos, en una de las ecuaciones se despeja una variable en funcion de
la otra. A continuacion, la variable despejada se sustituye o se iguala (segin sea
el método utilizado) en la otra ecuacion para que quede una sola variable y se
pueda resolver.

Ejemplos:

1. Resuelve por sustitucion el sistema
2x+ y=1
3x+ 4y=14
Solucién:

Observa la siguiente secuencia para resolver el sistema por sustitucién.

Se Se Se sustituye yenla | Se sustituye
selecciona | despeja otra ecuacion el valor
una una y se resuelve. obtenido en la
ecuacion. | variable. otra ecuacion.
2x+y=1 y=1-2x y=1-2x
3x+4|1-2x |=14
[ v ] y=1-2(-2)
3x+4-8x=14 ¥ =3
Ix-8x=14-4
=5x=10
< 1
]
x==2

(Continiia)
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(Continuacion)
La solucién de la ecuacion es el par ordenado (—2, 5). La figura indica que las
grificas de las ecuaciones son las rectas que se intersecan en dicho punto.

N A

| .
| \ |
S 3x+4y=14 —

<y |

2. Resuelve por igualacién el sistema
x+y=8
2x-3y=-9
Solucion:

Despejamos y de la primera ecuacion.
y=8-x
Hacemos lo mismo con la otra ecuacion.

y=~32—x+3

Igualamos las expresiones anteriores y resolvemos la igualdad.

8-x=2x+3
3
24-3x=2x+9 Multiplicamos todo por 3.
=Ix-2x=9-24 Trasponemos términos.
=5x=-15 Reducimos la igualdad.
15 - 1
x=?=3 Multiplicamos todo por ~3

A continuacion, sustituimos x =3 en y = 8 —x y calculamos ¢l valor de y
y=8-3=5
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La solucidn es el par ordenado (3, 5) y la figura muestra las graficas de las

dos ecuaciones.

Aplicacion

yA

2x jy'= 9 if
M\"‘L

Xx+y=28

mr’g‘/

Una persona invirtié $25,000 en dos cuentas bancarias; una de éstas paga
el 5% vy la otra el 6% de interés simple. Si la persona recibié $1,440 de
intereses en un afio, ;qué cantidad invirtié en cada cuenta?

Solucion:

Resumimos la informacién de la siguiente manera.

0.05x+0.06(25,000 — x) = 1,440

0.05x+1,500-0.06x =1,440

—0.01x=-60

X

= 00"
0.01

=6,000

¥=25,000-6,000=19,000

Se invirtieron $6,000 al 5% y $19,000 al 6%.

Dinero Cantidad Cantidad Ecuaciones
invertido invertida invertida
al 5% al 6%
$25,000 x ¥ x+y=25,000
0.05x+0.06y =1,440
y=25,000-x Despejamos y de la prime-
ra ecuacion.

Sustituimos y en la segun-
da ecuacion.

Simplificamos.

Simplificamos.
Despejamos x.

Despejamos y.

171



172 MatemiticasI Algebra

Evidencias de aprendizaje

Resuelve cada sistema por el método de sustitucién. Determina si las rectas son pa-
ralelas, si se cortan en un punto o si tienen un nimero infinito de soluciones.

1. y=2x-4
2x=y-4
Selecciona una ecuacion. Despeja una variable.

. Sustituye el valor obtenido en la
B otra ecuacién y obtén el valor de la
y resuelve.

otra variable.
2, x+y=5
x=y+1
Selecciona una ecuacion. Despeja una variable.

Sustitiyela en la otra ecuacion | Sustituye el valor obtenido en la
y resuelve. otra ecuacion.
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3. y-4=2x
2x=y=-2
Selecciona una ecuacion. Despeja una variable.

Sustitiyela en la otra ecuacion | Sustituye el valor obtenido en la
y resuelve. otra ecuacion.

Resuelve cada sistema por el método de igualaeién. Determina si las rectas son para-
lelas, si se cortan en un punto o si tienen un niimero infinito de soluciones.

L. x=2y+1

y=2x+1

Despeja la misma variable en | Iguala las ecuaciones del paso
las dos ecuaciones. anterior.

Resuelve la igualdad anterior. | Sustituye el valor obtenido en la
ecuacion anterior.
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2. x+2y=4
x==-2y+4

Despeja la misma variable en | Iguala las ecuaciones del paso
las dos ecuaciones. anterior.

Resuelve la igualdad anterior. | Sustituye el valor obtenido en la
ecuacion anterior.

Aplicaciones

Resuelve cada una de las siguientes situaciones.
1. Una compaiiia telefénica hace un cargo de $350 por la instalacién inicial mas
$200 al mes. Otra cobra $200 por la instalacién inicial mas $350 al mes. jAl
final de qué mes el costo serd ¢l mismo en las dos compariias?

2. La férmula para la conversion de grados centi-
grados (°C) en Fahrenheit (°F) os F= % C+32

. {Cuéndo serd la temperatura en grados Fahren-
heit 1a misma que en grados centigrados?
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3. La oferta y de cierto producto estd dada por la ecuacién Oferta y demanda

y=3x+8, donde x es ¢l numero de dias transcurridos. Si DEMANDA
la demanda estd dada por y=4x, jen cuintos dias la oferta

igualara a la demanda?

Métodos de eliminacion (suma y resta)
para resolver ecuaciones simultaneamente

Hasta aqui, hemos resuelto sistemas de ecuaciones con dos variables por los
métodos grafico, de sustitucion e igualacién. Cuando no es deseable o factible
utilizar alguno de estos métodos, hay otra opcién: el método de eliminacién,
también conocido como método de suma o resta.

Este método resulta conveniente cuando el sistema de ecuaciones tiene una
variable con €l mismo coeficiente, ya sea que tenga el mismo signo o signo
contrario, lo que nos permite sumar ambas ecuaciones y eliminar una de las va-
riables. Aqui te presentamos como hacerlo.

Ejemplos:

DEFICIT

OFERTA

Equilibrio

1. Resuelve el sistema

Solucion:

2x+ y=1
3x-2y=-9

La idea es multiplicar una o ambas ecuaciones por la misma cantidad para asi
eliminar una de las variables y obtener una ecuacioén con una sola incognita.

Observa la siguiente secuencia para resolver el sistema por sustitucion,

Sistema de Multiplicamos la primera Escribimos —1
ecuaciones ecuacion por 2y sumamos | envez de xen
dado. ambas ecuaciones para 2x+y=1.
eliminar la y.
2)C+y=l 4x+2y= 2 2(—])+y=1
Ix-2y=-9 3x-2y=-9 y=1+2
Tx+0y=-7
Despejamos x. i
x= —1 =-1
7

La solucién del sistema es el par de coordenadas (-1, 3).

(Continiia)
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2, Veamos ahora un sistema inconsistente. Resuelve el sistema

2x+ 3y=3
4x+6y=-0

Solucion:

En este caso, nos conviene eliminar la x multiplicando la primera ecuacién

por =2
2x+3y=3 Multiplicamos por —2. —4x-6y=—6
4x+6y=—6 Se queda como estd. 4%+6y=—6
0+0 =-12

Como vemos, no hay solucién, puesto que esto es un absurdo; el sistema
es inconsistente.

3. Hay casos en que es necesario multiplicar ambas ecuaciones por
diferentes niimeros para que los coeficientes de alguna de las varia-
bles cambien de signo y sean del mismo valor absoluto. Resolvamos
el sistema

2x+3y=3
Sx+2y=13
Solucion:

Multipliquemos ambas ecuaciones por nimeros que nos den coeficientes
de forma que una de las variables se pueda eliminar, por ejemplo, la x.

2x+3y=3 Multiplicamos por 5. 10x+ 15y =15
5x+2y =13 Multiplicamos por=2. —10x—-4y=-26
11y=-11 Sumamos.
yp=-1
Sustituimos —1 en vez de y en la ecuacién 2x+ 3y =3.

2x+3(-1)=3

2x-3=3 Simplificamos.
2x=6

x=3
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De esta manera, la solucidn del sistema es (3, —1).
Como es evidente, una segunda opcién para obtener la solucién seria eli-
minar la y.

Aplicacion
El ancho de un terreno rectangular es el 70% de su largo. ;Qué dimensio-

nes tiene el terreno, si su duefio ocupd 280 metros de malla ciclonica para
cercarlo?

Solucion:

Si bosquejamos el terreno como la figura adjunta, entonces el perimetro
del terreno es:

2x+2y=280
ancho =y
largo =x
v la relacion entre x v y es:
y=0.7x
Resolvemos este sistema de ecuaciones:
2x+2y =280
14x-2y=0 Multiplicamos por 2 e igualamos a cero la
segunda ecuacion.
3.4x+0y =280 Eliminamos y.
280
X= i = 82.35 metros, por lo tanto, y =0.7(82.35) = 57.65
* metros

El terreno mide 82.35 metros de largo por 57.65 metros de ancho.

Bloque 7
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Evidencias de aprendizaje

Resuelve con el método de eliminacion los siguientes sistemas de ecuaciones y esta-
blece si tienen una solucién o si son inconsistentes o dependientes.

1. x+y=3
x-y=-1
Escribe el Elimina una de las Despeja la variable
sistema de variables y resuelve que eliminaste.

ecuaciones dado. | el valor de la otra.

2. 2x+y=4
4x+2y=0
Escribe el Elimina una de las Despeja la variable
sistema de variables y resuelve que eliminaste.

ecuaciones dado. | el valor de la otra.
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3. x=5y=15
x+5y=35
Escribe el Elimina una de las Despeja la variable
sistema de variables y resuelve que eliminaste.
ecuaciones dado. | el valor de la otra.
4. 3x-4y=10
5x +2y=134
Escribe el Elimina una de las Despeja la variable
sistema de variables y resuelve que eliminaste.

ecuaciones dado.

el valor de la ofra.

5. Escribe en el paréntesis correspondiente la letra que contenga la solucién

correcta de cada sistema.
( x-2y=9 x+y=3 x+2y=4 ) x+y=3
-2x-3y=10 x=y=1 x=-2y=8 x—y=-1
a) (3,2) by (6,-1) ¢ (1-4) d) (1,2)




180 MatemiticasI Algebra

Autoevaluacion

1. Mezelas. Si el precio del cobre es de $0.65 la libra y el precio del zinc es de
$0.351a libra, ;cudntas libras de cobre y zinc deberdn mezclarse para fabricar
70 libras de bronce, el cual se vende a $0.45 por libra?

2, Inversiones. Una persona fue al banco a depositar $3,000, El dinero estaba
en billetes de $100 y de $200, y tiene 25 billetes en total. ;Cuéantos billetes de
cada denominacion tenia esa persona?

3. Niimeros. La suma entre dos nimeros es 16. Uno de los nimeros excede al
otro en 4, ;Cudles son ¢sos nimeros?



Ecuaciones lineales I  Bloque 7

4. Inversiones. Maria invirtié $25,000: una parte al 7.5% v el restante al 6%. Si
¢l interés anual de las dos inversiones es de $1,620, jcudnto dinero invirti a
cada tasa?

Solucion de un sistema de ecuaciones
de 2 x 2 utilizando determinantes

Se llama determinante 4 al nimero que resulta del arreglo de escribir igual ni-
mero de renglones que de columnas. Los determinantes nos sirven tambi¢n para
resolver ecuaciones con dichos arreglos.

Para representar un determinante se usa el simbolo ]A| El arreglo mas sencillo
de determinante es el que consta de un renglén por una columna, es decir, aquel que
contiene un solo elemento: ‘Al = a . Si el determinante ‘A‘ tiene 2 por 2 elementos,
el arreglo se define como:

|,4={“ ;]::m'—bc
&

Ejemplo:

; 32
Evalda el determinante 4= [4 5] .
Solucion.

\A\=E §]=3[5)—4(2)=15—3=7

Los determinantes se utilizan para resolver ecuaciones lineales con un mé-
todo que se llama regla de Cramer.

(Continiia)
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{Continuacion)
Pensemos que queremos resolver el sistema de ecuaciones
ax+by=r

ex+dy=s

Utilizando el método de eliminacién de una variable, por ejemplo, la y,
multiplicamos la primera ecuacién por d'y la segunda por by las restamos,

d(ax)+d(by)=rd

—b(ex)—b(dy) =-sb

adx —bcx =rd —sb

Factorizamos y despejamos x; el resultado es

o rd —sb
ad — bc

A partir de la definicién de determinante, la solucion para x puede escri-
birse de 1a siguiente forma:

r b’ a r
s d - ¢ §|_as—rc
x= b =rj_zs de una forma andloga, y=ﬁ=ad—bc
% ‘ @4d=P¢ 13 solucién para y es: d|
c

Observa que, en ambas soluciones, ¢l denominador es el determinante del
arreglo de los coeficientes de las ecuaciones; lo llamaremos D. El numerador
de la solucién para x es ¢l determinante del arreglo que se obtiene del mismo de-
terminante, pero sustituyendo la primera columna por los términos indepen-
dientes r y 5. De igual manera ocurre con y: el numerador es el determinante del
arreglo D al remplazar la segunda columna, la de los coeficientes de y, por ry s.
Resumimos lo anterior con los siguientes determinantes.

D ="

¥

D=

3

rb’
s d

ab‘
c d

c S8
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La solucidn del sisterna se expresa en la forma:

D D
x=—= y=—1L D#0
D D

Si D fuera cero, esto indicaria que la ecuacion no tiene solucion.
Ejemplo. Utiliza determinantes para resolver el sistema

2x+y=3

3x+2y=1

Solucion.

Primero calculamos cada determinante

21
D= =2(2)-1(3)=4-3=1
. 2‘ 2)-1(3)
31
D = =3(2|-1{1|=6-1=5
=3 310
2
D,= 13‘=2(1)—3(3)=2—9=—?
2 D, 7
luci =—2=—= =2 =_—"=_
La solucidn es x 5 5, ¥y == 7

!_

Ejercicios

1. Calcula el determinante de los siguientes arreglos.

4 2'_

2 7
I 3

11 3
—3 -4 C)‘ |_

b
)‘ 9 0

a)‘
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2. Utiliza el método de determinantes para resolver los siguientes sistemas de

ecuaciones.
a) x-2y=9
) y e
—2x=-3y=10
Solucién:
xX= D =
y —
D =
2
by x+y=5 D=
x=y=1
Solucion:
x= D =
y —
D =
A ¢
c) x+2y=4 D=
x-2y=8
Solucion:
DI =
x=
y= Dy =




Ecuaciones lineales I  Bloque 7

Aplicacion y analisis
Movimiento. Un barco recorre 77 kilémetros con la corriente a su favor en 1

hora; de regreso (con la corriente en contra), tarda 4 horas para recorrer la misma
distancia. ;Cual es la velocidad del flujo de la corriente?

Sugerencia: Para resolver la situacion observa la siguiente tabla y recuerda que
velocidad por tiempo es igual al desplazamiento,

Velocidades Desplazamiento = velocidad X tiempo

x = velocidad del barco (x+ y)1)= 77 con la corriente a favor

el -
» = Velocidad deda cociente (x—y)4)=77 conla corriente en contra
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AUTOEVALUACION PARA EL BLOQUE 7

Considera tu desempefio como estudiante ¢ indica la frecuencia con que ocurre la
accion que se deseribe, anotando en el cuadro el niimero correspondiente,

@ 0 Nunca @ 5 Algunas veces @ 10 Siempre

CONOCIMIENTOS
Después de estudiar el bloque, jadquiriste los conocimientos que te permiten

* reconocer la solucién de un sistema de dos ecuaciones con dos
incognitas (2 x 2) mediante las graficas de funciones lineales?

» identificar graficamente si un sistema de 2 X 2 posee una o
infinitas soluciones o ninguna?

* reconocer la solucién de un sistema de dos ecuaciones con dos
incdgnitas (2 X 2) mediante diversos métodos?

* ubicar e interpretar situaciones diversas utilizando sistemas de
2x2?

HABILIDADES
Al finalizar el bloque, ;desarrollaste las habilidades que te permiten

* resolver sistemas de dos ecuaciones con dos incOgnitas utilizando
métodos numéricos, analiticos y graficos?

*+ expresar y solucionar situaciones diversas utilizando sistemas
de 2 %27

* resolver sistemas de ecuaciones de 2 X 2 empleando métodos
de reduccion algebraica y numérica?

» formular argumentos referentes a la resolucidn y aplicacién de
sistemas de ecuaciones?




CALIFICACION. Cuenta el total de puntos que obtuviste en ambas tablas y multi-

Autoevaluacién  Bloque 7

plica por 1.25. El resultado se interpreta de acuerdo con las siguientes categorias:

Menos de 59

60 a 69

70a79

80a 89

90 a 100

Deficiente

Regular

Bien

Muy bien

Excelente

Para autoevaluarte respecto a las actitudes y los valores, reflexiona sobre el valor
que agregaste a tu formacidén educativa, desarrollo personal e interaccién con los

demas al estudiar ¢l tema.
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Ecuaciones lineales Il

Unidades de competencia

En este bloque se pretende que ¢l alumno desarrolle las siguientes compe-

tencias:

*  Construir ¢ interpretar modelos aritméticos, algebraicos y graficos apli-
cando las propiedades de los nimeros positivos y las expresiones arit-
méticas y algebraicas, relacionando magnitudes constantes y variables, y
empleando literales para la representacion y resolucion de situaciones y/o
problemas aritméticos y algebraicos concernientes a su vida cotidiana y
escolar, los cuales le ayudaran a explicar y describir su realidad.

* Identificar las caracteristicas presentes en tablas, gréficas, mapas, diagra-
mas o textos, provenientes de situaciones cotidianas, y traducirlas a un
lenguaje aritmético y/o algebraico.

Conocimientos

Al finalizar este bloque, el alumno habra adquirido los conocimientos que le

permitiran:

+  Comprender los métodos para resolver sistemas de tres ecuaciones con
tres incognitas;

»  Meétodo numérico por determinantes

»  Método algebraico de sustitucidn

+ Ubicar e interpretar situaciones diversas utilizando sistemas de 3 x 3.



Habilidades

Al finalizar este bloque, el alumno habri desarrollado las habilidades que le
permitirdn:

L]

Obtener la solucion de sistemas de ecuaciones de 3 X 3.

Aplicar el método numérico por determinantes para resolver sistemas de
3x3.

Utilizar ¢l método de sustitucién para resolver un sistema de 3 x 3.
Representar y solucionar situaciones diversas utilizando sistemas 3 X 3.
Expresar ideas y conceptos de sistemas de ecuaciones con tres incognitas
empleando representaciones en lenguaje comun, simbolico o gréfico.
Ejecutar instrucciones y procedimientos de manera reflexiva, compren-
diendo como cada uno de sus pasos contribuye a resolver una ecuacion de
3x3.

Actitudes y valores
Al finalizar este bloque, el alumno:

Apreciara la simplicidad de los métodos numéricos para resolver sistemas
de3x3.

Valorari la utilidad de los sistemas de 3 X 3 para representar y solucionar
diversas situaciones.

Asumiri una actitud constructiva, congruente con los conocimientos y las
habilidades con los que cuenta, en las actividades que le son asignadas.
Asumird una actitud propositiva que favorece la resolucion de problemas
en distintos dmbitos.

Promoveri el didlogo como un valioso mecanismo para la resolucion de
conflictos.

Indicadores de desempeiio
Se pretende que el alumno logre:

Identificar situaciones en las que las magnitudes constantes o variables

se relacionan mediante sistemas de dos ecuaciones lineales con tres

incdgnitas.

Representar en los ejes vertical y horizontal, respectivamente, las varia-

bles dependiente e independiente de las funciones lineales asociadas a los
(Continiia)
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(Continuacion)
sistemas de ecuaciones de 3 X 3, y calcular una a partir de la otra para
tabular valores y graficar.

*  Resolver problemas de ecuaciones lineales de 3 X 3 planteados en lenguaje
algebraico utilizando métodos de sustitucion, determinantes o gréficas.

»  Identificar las soluciones de los sistemas de ecuaciones linealesde3x 3 y
comprobarlas empleando modelos algebraicos o visualizarlas en modelos
gréficos, y explicar por qué algunos resultados son inadmisibles en el con-
texto del problema.

»  Extraer informacion de registros algebraicos o graficos y utilizar la escala
de equivalencia de unidades para realizar conversiones a medidas reales y
viceversa.

Propuesta de aprendizaje

Un vendedor de autos ofrece un
vehiculo en tres versiones: nor-
mal, equipado y con vestiduras
en piel. Por cada automévil que
vende, recibe una comision en
funcion de la versién vendida.

La siguiente tabla indica las ventas que realizé de cada tipo de automévil
durante tres semanas.

Normal Equipado Piel
Semana 1 1 1 2
Semana 2 2 1 0
Semana 3 1 2 1

La primera semana recibié $2,750 de comisiones, la segunda semana obtuvo
$2,000, y la tercera recibié $2,250.

a) Seanx,yy z las comisiones que gand por cada versién de las ventas
de automoviles: normal equipado o con vestiduras en piel, respectiva-
mente, Escribe un sistema de ecuaciones que represente las operaciones
comerciales realizadas por el vendedor en las tres semanas.

b) (Cudnto recibié de comisién por semana a partir de cada versién
vendida?
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Secuencia didactica
* Para encontrar la solucion de la actividad anterior, realiza los siguientes
pasos:

1. Consulta con tu profesor si modelaste correctamente el sistema de ecua-
ciones.

2. Despeja una de las variables de la primera ecuacion.

3. Sustituye dicha variable en las otras dos ecuaciones y simplifica.

4. Ahora va puedes resolver el sistema de 2 x 2 que obtuviste.

Resolucion de un sistema lineal de tres
ecuaciones con tres incognitas por sustitucion

Para resolver un sistema lineal de 3 X 3 por sustitucion observa la siguiente
secuencia:

; D j iable. :
Sistema de S;;Ega ulgaé:alr;l:b € Resuelve el sistema
ecuaciones TR 2 x 2 resultante.

otras ecuaciones.

Ejemplo:

Resuelve por el método de sustitucion el siguiente sistema de ecuaciones.
x+y+2z=2,750
2x+y+0=2,000

x+2y+z=2,250
Solucion:

Paso 1. Despejamos una variable en cualquiera de las ecuaciones, por
ejemplo, x en la primera ecuacién:

x=2,750-y-2z

(Continiia)
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(Continuacion)
Paso 2. Sustituimos el valor de x en 1as otras dos ecuaciones:

2x+y+0=2,000 x+2y+z=2250
2(2,750 — y—2z)+ y+0= 2,000 (2,750-y-2z)+2y +2=2,250
5,500 — y -4z =2,000 —y=2z42y+2z=2,250-2,750

—y—4z=2,000-5,500 y—z=-500

—y—4z=-3,500

Paso 3. Resolvemos el sistema 2 X 2 resultante:

—y—4z=-3,500

y—-z=-500

Por suma y resta:

-y—-4z=-3,500
y—z = =500
-4,
-5z =-4,000 entonces, z = _?500=800

Paso 4, Sustituimos el valor de z y obtenemos el valor de x y .
y=z==-500 x=2,750-y-2z
y—800=-500 x=2,750-300 —2(800) =850

y=-500+800=300

La solucién del sistema es (850, 300, 800) jEsta es la solucién a la
propuesta de aprendizaje al inicio del bloque!
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Resolucion de un sistema lineal de tres
ecuaciones con tres incﬂgnitas por determinantes
Para resolver un sistema de ecuaciones de 3 X 3 como el siguiente
ac+by+cz=A
dctey+ =B
ext+hy+iz=C

vamos a calcular los determinantes D, D , Dy ,» D_y en seguida obtenemos los
cocientes:

Dx Dy D:
— = — zZ=
*=D =D D

que son la solucién del sistema 3 x 3.
Para calcular el determinante 2 de un arreglo de 3 x 3, procederemos de la

siguiente manera:

a b ¢ 4 d
D=|d e f|=a € f —b| f +c ;
g h i 4 g ! g

Para calcular el determinante D_se procede de manera anéloga, pero se cam-
bian los coeficientes de x: @, d y g por los términos independientes 4, B y C; de
la misma manera se obtienen D, y D, y, como consecuencia, y y z.

A b ¢ i 5
D =B e f=A; J_F—b‘ “_f+c‘ ;
C n i i C i C h
@B ° B d d B
D =|d B f =a‘c f| —A) }_r+c C‘
g C i ! g ! g
4 "8 B| |d B| |a
D=\d e B =a!it C‘ —b‘ & +A ;
g h C & &
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Ejemplo de una aplicacién

Una persona descubre que, para una adecuada nutricién diaria, necesita
complementar sus alimentos con las siguientes cantidades de vitaminas:
50 mg de niacina, 50 mg de riboflavina y 50 mg de tiamina. La siguiente
tabla menciona tres marcas de pastillas vitaminicas e indica las cantidades
de vitaminas por pastilla. ;Cudntas pastillas de cada marca debe tomar dia-
riamente la persona en cuestion?

Fortex Fortisimo | Forteplus
Niacina (mg) 5 10 15
Riboflavina (mg) 15 20 0
Tiamina (mg) 10 10 10
Solucién:

Llamemos x, yy z al nimero de pastillas diarias que debe tomar la persona,
y disefiemos €l siguiente sistema de ecuaciones:

5x+10p+15z=350
152+ 20y +0z =50
10x+10y +10z =50

Calculamos D, D, Dy D..

e 20 0 15 0 15 20
D={15 20 0 =5‘1 i ’ —1{}‘1 i ‘ +]5‘] ; ‘
10 10 10 i A0 0 I

D =5(200-0)-10(150-0) + 15(150 - 200) = -1,250

50 10 15
D =[50 20 0 =50‘

20 0‘_10|50 0
50 10 10

50 20
+15
10 10 50 10

50 10
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D_=50(200 -0) -10(500-0) +15(500 - 1,000) = -2,500, por lo tanto,

D -1,250
5 50 15
D,=[15 50 0 =5|50 0‘_50‘15 0‘_'_15‘15 50‘
i % 1o 50 10 10 10 1050
D, =5(500- 0) - 50(150—0) + 15(750— 500) = =1,250, por consiguiente,

D -1,250
y:—:—:]
D -1,250
5 10 50 5 : & 3
D =15 20 50| =52 *° —10l5 50‘+50‘ 2 0‘
10 10 50 10 50 10 50 10 10

D_=35(1,000-500)-10(750- 500) + 50(150 — 200) = -2,500

por lo tanto,

—2,500 _
-1,250

DZ
Z=—=
D

La solucién para el sistema es (x, y, ) = (2, 1, 2) y significa que la dosis
diaria debe ser 2 pastillas de Fortex, 1 de Fortisimo y 2 de Forteplus.

’.-F:

Evidencias de aprendizaje
Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones lineales.

x—2y+ z=1 X+ y+ z=2
1. v+2z= 2, 12x—3y+2z=4
x+ y+3z=8 4x+ y—3z=1
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a+ 2b— c=9
z=10 4, 2a —c=-2
Ja+5b+2c=22

2x— 3yv— z=13
S —x+ 2y— 5z= 6

5x— y— z =49
Aplicaciones

1. Tres amigos gastaron cierta cantidad de dinero en un restaurante. La suma
del gasto del primero y el segundo rebasa en $20 el gasto del tercero; la
suma del gasto del primero y del tercero excede por $60 el gasto del se-
gundo; por tiltimo, el segundo y el tercero gastaron juntos $100 mas que
el primero. ;Cuinto gasté cada uno?

2. Rosa, Martha y Maria compiten en un torneo en el que deben correr, na-
dar o andar en bicicleta determinadas distancias. La rapidez promedio de
cada una aparece en la siguiente tabla.

NoTA: Recuerda que el tiempo es igual al desplazamiento entre la velocidad.

Rapidez promedio (mi/h)
Carrera Natacion Ciclismo
Rosa 10 4 20
Martha 7.5 6 15
Maria 15 3 40
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Maria llega primero, con un tiempo total de 1.75 horas; Rosa llega en segun-
do lugar, con un tiempo de 2.5 horas; y Martha llega al tltimo con un tiempo de
3 horas. Calcula la distancia de cada parte de la competencia.

3. Enuna fabrica hay tres maquinas m, , m, y m, para pulir lentes; cuando
las tres maquinas estdn en operacion, se pueden pulir 5,850 lentes en una
semana. Cuando estan en operacion m, y m, unicamente, se pueden pulir
4,200 lentes a la semana. En cambio, cuando sélo trabajan m, y m,, se
pulen 3,450 lentes a la semana. ;Cuantos lentes puede pulir cada maquina
en una semana?
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AUTOEVALUACION PARA EL BLOQUE 8

Considera tu desempefio como estudiante ¢ indica la frecuencia con que ocurre la
accion que se describe, anotando en el cuadro el niimero correspondiente

@ 0 Nunca @ S Algunas veces @ 10 Siempre

CONOCIMIENTOS
Después de estudiar el bloque, jadquiriste los conocimientos que te permiten

» comprender el método numérico por determinantes?

»  comprender el método numérico por sustitucidon?

* ubicar ¢ interpretar situaciones diversas utilizando sistemas
de 3 x 37

HABILIDADES
Al finalizar el bloque, ;desarrollaste 1as habilidades que te permiten

» obtener la solucion de sistemas de ecuaciones de 3 x 3?

+ aplicar el método numérico por determinantes para resolver
sistemas de 3 x 3?

+ utilizar el método de sustitucién para resolver un sistema
de 3 x 37

* representar y solucionar situaciones diversas utilizando sistemas
S0

» expresar ideas y conceptos de sisternas de ecuaciones con tres
incdgnitas empleando representaciones en lenguaje comiin,
simbdlico o grafico?

* gjecutar instrucciones y procedimientos de manera reflexiva,
comprendiendo c6mo cada uno de sus pasos contribuye a resolver
una ecuacién de 3 x 3?

CALIFICACION. Cuenta el total de puntos que obtuviste en ambas tablas y
multiplica por 1.1. El resultado se interpreta de acuerdo con las siguientes cate-
gorias:
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Menos de 59

60 a 69

T0a79

80a 89

90 a 100

Deficiente

Regular

Bien

Muy bien

Excelente

Para autoevaluarte respecto a las actitudes y los valores, reflexiona sobre el
valor que agregaste a tu formacion educativa, desarrollo personal e interaccion

con los demas al estudiar el tema.
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Ecuaciones cuadraticas |

Unidades de competencia

En este bloque se pretende que el alumno desarrolle las siguientes compe-
tencias:

.

Construir ¢ interpretar modelos aritméticos, algebraicos y graficos apli-
cando las propiedades de los nimeros positivos y las expresiones arit-
méticas y algebraicas, relacionando magnitudes constantes y variables, y
empleando literales para la representacion y resolucion de situaciones y/o
problemas aritméticos y algebraicos concernientes a su vida cotidiana y
escolar, los cuales le ayudaran a explicar y describir su realidad.
Identificar las caracteristicas presentes en tablas, graficas, mapas, diagra-
mas o textos, provenientes de situaciones cotidianas, y traducirlas a un
lenguaje aritmético y/o algebraico.

Conocimientos

Al finalizar este bloque, el alumno habra adquirido los conocimientos que le
permitirin:

.

Comprender los métodos para resolver ecuaciones cuadraticas incom-
pletas.

Identificar ecuaciones incompletas de segundo grado en una variable.
Ubicar e interpretar situaciones con ecuaciones cuadriticas incompletas.
Comprender los métodos para resolver ecuaciones cuadriticas completas.
Describir ¢l procedimiento de completar y factorizar trinomios cuadrados
perfectos para resolver ecuaciones completas de segundo grado en una
variable.



L]

Identificar raices reales v complejas, y escribir ecuaciones a partir de
éstas.
Ubicar e interpretar situaciones con ecuaciones cuadréticas completas.

Habilidades

Al finalizar este bloque, el alumno habra desarrollado las habilidades que
le permitirdn:

Obtener la solucidn de sisternas de ecuaciones cuadraticas.

Aplicar técnicas algebraicas de despeje o extraccion de un factor comin.
Resolver ecuaciones incompletas de segundo grado en una variable.
Utilizar la técnica de completar y factorizar trinomios cuadrados perfectos
para resolver ecuaciones completas de segundo grado.

Representar y solucionar situaciones con ecuaciones cuadriticas.

Actitudes y valores
Al finalizar este bloque, el alumno:

Apreciard la utilidad de los métodos especificos para resolver ecuaciones
cuadraticas incompletas.

Valorara la importancia de contar con un método algebraico para resolver
todo tipo de ecuacion cuadritica en una variable.

Valorari la aplicabilidad de las ecuaciones cuadréticas para representar y
resolver diversas situaciones.

Indicadores de desempeiio

Se pretende que el alumno logre:

Identificar situaciones en las que las magnitudes constantes o variables se
relacionan mediante una funcion cuadratica.
Resolver problemas que implican ecuaciones cuadraticas completas o in-
completas, utilizando despejes o factorizaciones, o ambos.
Identificar y comprobar las soluciones reales o complejas de ecuaciones
cuadréticas equivalentes.

(Continiia)
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*  Identificar la forma a+ bi de los niimeros complejos y la forma a — bi
de sus conjugados.

»  Explicar por qué algunos resultados de ecuaciones cuadriticas son in-
admisibles en ¢l contexto de una situacion.

*  Extraer informacién de registros algebraicos o graficos y utilizar la escala
de equivalencia de unidades para realizar conversiones a medidas reales y
viceversa.

Propuesta de aprendizaje

La situacion descrita a continuacion aparece en un libro de matematicas chino
titulado Los nueve capitulos del arte matemdtico, escrito aproximadamente 250
afios a. C.

Un véstago de bambu de 3 metros de largo se rompe de forma tal que su
punta toca el suelo a 1 metro de la base, como se muestra en la figura. ;Es posible
calcular la altura a la que se rompi0 el vastago?

Tm

Secuencia didactica

* Traza un tridngulo rectdngulo semejante a la figura.
* Dale un nombre a la altura del tridngulo.

* Consulta el teorema de Pitagoras.

» ;Te parece familiar la expresion x* +1=(3-x)°?
* Resuelve en equipo la ecuacion del paso anterior.
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Propuesta de aprendizaje

Con la asesoria de un ingeniero en matemdticas, un comerciante determina que
la utilidad U/ en délares generada por las ventas de x articulos por semana estd
dada por la férmula

U=-;-x(150—x)

siempre y cuando 0 <x <£75. ;Cuéntos articulos debe vender el comerciante en

una semana para obtener una utilidad de 1,000 délares?

Secuencia didactica

Trabajo en equipo

Utilidad

» Igualen a 1,000 la expresion de la utilidad.

« Resuelvan la ecuacién resultante igualando a cero. 1000 i
La clave es encontrar 2 numeros que sumen —150 y
que multiplicados produzcan +5000.

* Analicen la grafica anexa y concluyan si correspon- 600
de a la situacién que estamos estudiando.

» Sila grafica representa la situacién en cuestion, ob-
serva cudl es el valor de x para el que la utilidad es  2¢¢p
maxima.

800

400

%

203

»
0 375 75 102.5 150 Articulos

_Identificaciﬁn de ecuaciones cuadraticas

En esta seccion resolveremos situaciones donde se presenten problemas cuya so-
lucién implique ecuaciones de segundo grado con una incognita, empleando para
ello métodos algebraicos y analiticos para concluir si las soluciones son reales o
imaginarias.

Ecuaciones cuadraticas o de segundo grado

Una ecuacion cuadritica en x es una ecuacién que puede escribirse en su
forma estindar como

a’l+bx+e=0

donde a, b y ¢ son numeros reales, y a# 0.
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Clasificacion de las ecuaciones cuadraticas

Ecuaciones cuadraticas
axt+ bx+c=0
Y
Incompletas puras Incompletas mixtas Completas
axt+¢=0 axt+bx =0 axt+ bx+¢=0

Propiedad del producto cero

ab=0 si y soOlo si a=0 V] b=0

Esta propiedad significa que si podemos factorizar €l lado izquierdo de una
ecuacion, entonces la resolveremos igualando a cero cada uno de los factores.

Ejemplos:

1. Ecuacién cuadratica pura. Resuelve la ecuacién
x*=5=0
Solucion.

La ecuacién x” =5=0 se puede factorizar como una diferencia de cuadra-
dos y, de esta forma, es facil encontrar las soluciones.

Igualamos la Factorizamos. Igualamos cada factor
ecuacion a 0. a 0y resolvemos para
cada uno de ellos.

x'-5=0 (x+\'f§] (x—\fg)=0 x+V5=0 = x,=—vf§

x-5=0 = x2=+\/(§

Comprobacion:
2
Para x=—~f(g: (—\G) =-5=0

Para x=1/5: (w‘g]z—S=0
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2. Ecuacion cuadritica mixta. Resuelve la ecuacion
2x -4x=0
Solucion:

La ecuacion 2x” —4x =0 se puede factorizar como un factor comiin y, de
esta forma, es ficil encontrar las soluciones.

Ilgualamos la | Factorizamos. Igualamos cada factor
ecuacion a 0. a 0y resolvemos para
cada uno de ellos.

2%t —4x=0 2x(x=-2)=0 2x=0 = x,=0

x-2=0 = x,=2

Comprobacion:
Para x=0: 2(0)" -4(0)=0
Para x=2: 2(2)" -4(2)=0

3. Ecuacién cuadratica completa. Resuelve la ecuacion
x* +5x=24
Solucién:

La ecuacién x° + 5x = 24 se puede factorizar como un trinomio cuadrado
con un término comun; asi, serd ficil encontrar las soluciones.

lgualamos la | Factorizamos. Igualamos cada factor
ecuacion a 0. a 0y resolvemos para
cada uno de ellos.

X +5x-24=0 | (x-3)x+8) x-3=0 = x,=3

x+8=0 = x,=-8

Comprobacion:
Para x=3: 3V +5(3)-24=0

Para x=-8: (-8)" +5(-8)-24=0
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Evidencias de aprendizaje
' Ejercicios
Resuelve cada una de las siguientes ecuaciones factorizando y completando el
diagrama.
L. x*+x=30
Igualamos la Factorizamos. Igualamos cada factor
ecuacion a 0. a 0y resolvemos para
cada uno de ellos.
2. 5x*=T5x=0
lgualamos la Factorizamos. Igualamos cada factor
ecuacion a 0. a 0y resolvemos para
cada uno de ellos.
3. x’-x-6=0
Igualamos la Factorizamos. Igualamos cada factor
ecuacion a 0. a 0y resolvemos para

cada uno de ellos.
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4. x*-3x=0

Igualamos la Factorizamos. Igualamos cada factor

ecuacion a 0. a 0y resolvemos para
cada uno de ellos.

5. x’-4=0

Igualameos la Factorizamos. Igualamos cada factor

ecuacion a 0. a 0y resolvemos para
cada uno de ellos.

Aplicacion

Se desea fabricar una caja con base cuadrada y sin tapa a partir de un trozo cuadrado de carton, cortando
cuadrados de 4 centimetros de lado en cada esquina y doblando los costados, como se muesira en la figura.
La caja debe medir 256 centimetros cibicos. ;Cudl es el tamafio de 1a pieza de carton para hacer la caja?

Solucidn:

El volumen de la caja es el drea de la
base x? por la altura, que es igual a 4,

X 4cm

decm
V =4x" =256

dcm

4x* =256 x

2_256_ x x
xi= 2 =64

x=\f6_4=8 cm

La pieza de carton debe medir 8 +4 =12 cm por lado.
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Evidencias de aprendizaje

1. ;Qué longitud tiene un alambre que se extiende desde la parte superior de un
poste telefénico de 40 ft hasta un punto sobre el suelo a 30 ft del poste?

30ft
A

2. Una lata cilindrica mide 907 centimetros clbicos de volumen y 10 centime-
tros de altura. {Cudl es su radio? nota: La férmula del volumen de un cilindro
es V=mrh.

<

10 cm

-

3. Un terreno rectangular mide 2 metros mas de largo que de ancho. Su drea
es de 120 metros cuadrados. ;Cudles son sus dimensiones?

120 m? X+ 9

X

4. El cuadrado de cierto numero positivo es 4 veces ¢l mismo nimero més 5,
Encuentra el niimero.
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5. Lasuma de los cuadrados de dos enteros pares consecutivos es 52. Encuentra
€808 nimeros.
Sugerencia: Considera que los niimeros consecutivos son x y x+ 2.

Resolucion de una ecuacion cuadratica
completando el trinomio cuadrado perfecto

Cuando una ecuacion cuadratica no se puede factorizar ficilmente, podemos re-
solverla utilizando la técnica de completar el cuadrado. Esto significa sumar una
constante a una expresion para convertirla en un cuadrado perfecto. Si tenemos
la expresién x> —4x y queremos un cuadrado perfecto, debemos de sumarle 4,
ya que x* —dx+4=(x-2)".

En general, a partir de la identidad

2
x2+bx+{$j =(x+g)

se deduce que para hacer de x* + bx un cuadrado perfecto, debemos sumar el
cuadrado de la mitad del coeficiente de x.

Completando el cuadrado perfecto -
Para hacer de x* + bx un cuadrado perfecto, basta con sumarle {g} ;

il d

Area de la regién blanca /f_‘\\

) Area de la regién negra
x2+2[£}]x=x2+bx . bY
2 ] E E

Para completar el cuadrado se agrega un pequefio cuadrado de area (E j
2

Bloque 9
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Ejemplos:

Utiliza el método de completar el cuadrado y resuelve las siguientes
ecuaciones.

1. x*-8x+13=0
Solucicn:

Observa la siguiente secuencia para que comprendas la solucion.

Escribe el Completa el cuadrado Resuelve la
término sumando el cuadrado de ecuacion.
numérico a la la mitad del coeficiente
derecha del de x en ambos lados
signo igual. de la ecuacion.

F-8r=-13 | @_gct(8) =-13+(8) | (x-4)*=3
X —8x+16=-13+16 r—A=+3

(x—4)* =3 x=4+3

2, 2x'-4x-5=0
Solucion:

Observa la siguiente secuencia para que comprendas la solucién,

Escribe el Factoriza el coeficiente Resuelve la

término de x?y completa el ecuacion.
numeérico ala cuadrado dentro del
derecha del paréntesis.
signo igual.
2% —4x =5 2Ax’-2x)=5 o=l
Z
2(x* =2x+1%) =5+1%(2) -
2Ax -1y =7 A Y
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Evidencias de aprendizaje
Resuelve cada una de las siguientes ecuaciones completando el cuadrado.
1. x’—4x+2=0

Escribe el término Completa el cuadrado sumando el
numérico a la derecha | cuadrado de la mitad del coeficiente
del signo igual. de x en ambos lados de la ecuacion.

Resuelve la ecuacion.

2. x’-6x-9=0

Escribe el término Completa el cuadrado sumando el
numeérico a la derecha | cuadrado de la mitad del coeficiente
del signo igual. de x en ambos lados de |a ecuacion.

Resuelve la ecuacion.

3. 2x" +8x+1=0

Escribe el término Factoriza el coeficiente de x*y
numerico a la derecha completa el cuadrado dentro del
del signo igual. paréntesis.

Resuelve la ecuacion.
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Resolucion de ecuaciones cuadraticas
con raices complejas

Ejemplos:

1. Obtén la solucién de la ecuacién x? +1=0.

Solucion:

x =-1 Restamos 1 en ambos lados.
x= :I:\J'—_l Despejamos x.

Como en el campo de los niimeros reales no existe ningin niimero que
al elevarse al cuadrado produzca -1, concluimos que la solucién no existe
en este campo. Con €l propésito de resolver todas las ecuaciones cuadrati-
cas, se inventd un sistema numérico expandido: el sistema de los niimeros
complejos. Primero, se defini6 el niimero

i=v-1

De manera que i’ = —1. Por lo tanto, la estructura de un niimero com-
plejo tiene una parte real y otra imaginaria:

a + bi

donde a y b son numeros reales e i = —1. La parte real de este nlimero es a
y la parte imaginaria es bi.

2. Resuelve la ecuacién x> —6x+10=0.

Solucion:
¥ =6x+10=0
(x-3)=-1 Completamos el trinomio y
factorizamos.
x=. 3 + \/——1 Despejamos x.
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Estructura de una ecuacion cuadratica a partir
de soluciones reales y complejas

Ejemplo:

1. Escribe una ecuacion a partir de las soluciones x=3+\'{—_1 y
x=3-+-1.
Solucion:
Como x=3+vG, por lo tanto, x—3—~f—_1=0.
Como x=3—v’l—_1, por lo tanto, x—3+\fr—_1=0,

Ambas expresiones son cero, por consiguiente, su producto también

s cero.
(x=3-+1)(x=3++-1) =0
Desarrollamos este producto:
(5P [J—_l]2 =0
X =6x+9-(=1)=0

x1=6x+10=0

Fez2

Autoevaluacién

A partir de las soluciones dadas, escribe la ecuacidn cuadrética correspondiente.

Bloque 9
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2. x=+2J-1 y x=-2J-1

3. x=2+v-1yx=2-y-1
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AUTOEVALUACION PARA EL BLOQUE 9

Considera tu desempefio como estudiante ¢ indica la frecuencia con que ocurre la
accion que se describe, anotando en el cuadro el nlimero correspondiente.

@ 0 Nunca @ S Algunas veces @ 10 Siempre

CONOCIMIENTOS
Después de estudiar el bloque, jadquiriste los conocimientos que te permiten

* comprender los métodos para resolver ecuaciones cuadraticas

incompletas?

* identificar ecuaciones incompletas de segundo grado en una
variable?

» ubicar e interpretar situaciones con ecuaciones cuadraticas
incompletas?

* comprender los métodos para resolver ecuaciones cuadriticas
completas?

+ describir el procedimiento de completar y factorizar trinomios
cuadrados perfectos para resolver ecuaciones completas de
segundo grado en una variable?

» identificar raices reales y complejas, y escribir ecuaciones a partir
de éstas?

» ubicar e interpretar situaciones con ecuaciones cuadraticas
completas?

HABILIDADES
Al finalizar ¢l bloque, ;desarrollaste las habilidades que te permiten

* obtener la solucion de sistemas de ecuaciones cuadriticas?

» aplicar técnicas algebraicas de despeje o extraccién de un factor
comuin?

* resolver ecuaciones incompletas de segundo grado en una
variable?

 utilizar la técnica de completar y factorizar trinomios cuadrados
perfectos para resolver ecuaciones completas de segundo grado?

* representar y solucionar situaciones con ecuaciones cuadriticas?
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CALIFICACION. Cuenta el total de puntos que obtuviste en ambas tablas y
multiplica por 0.83. El resultado se interpreta de acuerdo con las siguientes ca-
tegorias:

Menos de 59 60 a 69 T0a79 80a 89 90 a 100

Deficiente Regular Bien Muy bien Excelente

Para autoevaluarte respecto a las actitudes y los valores, reflexiona sobre el
valor que agregaste a tu formacion educativa, desarrollo personal e interaccion
con los demds al estudiar el tema.
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Ecuaciones cuadraticas Il

Arco parabdlico en Saint Louis, Missouri, Estados Unidos.

Unidades de competencia

En este bloque se pretende que el alumno desarrolle las siguientes compe-
tencias:

-

Construir ¢ interpretar modelos aritméticos, algebraicos y gréficos apli-
cando las propiedades de los niimeros positivos y las expresiones arit-
méticas y algebraicas, relacionando magnitudes constantes y variables, y
empleando literales para la representacion y resolucion de situaciones y/o
problemas aritméticos y algebraicos concernientes a su vida cotidiana y
escolar, los cuales le ayudaran a explicar y describir su realidad.
Identificar las caracteristicas presentes en tablas, graficas, mapas, diagra-
mas o textos, provenientes de situaciones cotidianas, y traducirlas a un
lenguaje aritmético y/o algebraico.

Conocimientos

Al finalizar este bloque, el alumno habra adquirido los conocimientos que le
permitiran:

L]

-

Identificar la relacidn entre funciones y ecuaciones cuadraticas.
Reconocer la ecuacién en dos variables y = ax” + bx+c¢ como la forma
de la funcién cuadratica, y las ecuaciones en una variable ax” + bx+ ¢
como casos particulares de la anterior.

Escribir la funcién cuadratica en la forma estandar y = a(x — h)* +k para
trazar la grafica.



L]

Comprender ¢l efecto del pardmetro a en el ancho y la concavidad de la
paribola, y asociar las intersecciones con el eje x de ésta con las raices de
ax’ +bx+c=0.

Interpretar la formula cuadrética.

Habilidades

Al finalizar este bloque, el alumno habra desarrollado las habilidades que le
permitirdn:

Resolver ecuaciones cuadraticas por métodos numéricos y graficos.
Representar y resolver situaciones mediante ecuaciones y funciones
cuadraticas.

Pasar de ecuaciones a funciones cuadraticas y viceversa, al representar y
solucionar diversas situaciones.

Ejecutar instrucciones y procedimientos propios de las ecuaciones cua-
driticas de manera reflexiva, comprendiendo como cada uno de sus pasos
contribuye a alcanzar un objetivo.

Describir el proceso para hallar las soluciones de una ecuacidn cuadritica
mediante la formula general.

Interpretar la naturaleza real o compleja de las raices a partir del discrimi-
nante cuadrético.

Actitudes y valores
Al finalizar este bloque, ¢l alumno:

Valorari la importancia de la conexién entre funciones y ecuaciones cua-
draticas para examinar y solucionar situaciones.

Apreciara las representaciones graficas de funciones cuadraticas como
instrumento de andlisis visual de su comportarmiento.

Apreciard la utilidad de la formula cuadrética y su discriminante para re-
solver ecuaciones cuadriticas completas con todo tipo de coeficientes y
conocer la naturaleza de las raices.
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Indicadores de desempeiio
Se pretende que ¢l alumno logre:

Identificar situaciones donde las magnitudes constantes o variables se re-
lacionan mediante una ecuacion ¢ una funcion cuadratica.

Representar en los ejes vertical y horizontal las variables dependientes e
independientes de la funcidn cuadrética asociada a una ecuacion cuadré-
tica en una variable, y calcular una a partir de otra para tabular valores y
trazar graficas.

Indicar la naturaleza de las raices de una ecuacion cuadratica a partir del
discriminante de la formula general.

Resolver problemas que implican ecuaciones o funciones cuadraticas, uti-
lizando despejes y/o factorizacién o la férmula cuadrética, o bien, constru-
yendo graficas y visualizando posibles intersecciones con el eje x, ancho,
concavidad y vértice de la pardbola vertical.

Explicar por qué algunos resultados de ecuaciones o valores de funciones
cuadrdticas son inadmisibles en ¢l contexto del problema.

Extraer informacion de registros algebraicos o graficos y utilizar la escala
de equivalencia de unidades para realizar conversiones a medidas reales y
viceversa.

Propuesta de aprendizaje

Los fisicos han encontrado que un objeto que se lanza verticalmente hacia arriba

con una rapidez de v, ft/seg alcanzaré una altura de h=—16¢" +v,t ft después de

t segundos.

Supén que una pelota se lanza hacia arriba, con una rapidez inicial de 256
fi/seg. Observa la trayectoria en la figura. ;En cudnto tiempo estard de regreso

en el suelo?

"
'

ORI o i i
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Secuencia didactica
Trabajo en equipo

En la ecuacion dada por los fisicos, sustituye v, por 256 fi/seg, y & por cero.
Despeja ¢ en la ecuacion resultante.

(Cudénto tarda la pelota en llegar a una altura de 624 fi? Sugerencia: Iguala la
ecuacion a 624 ft y resuelve.

624 ft

{Qué tiempo tarda en alcanzar el punto mas alto? Sugerencia: Considera la
mitad del tiempo para regresar a su punto de partida.

_..__)_®

- Punto mas
alto

¢ Qué tiempo tarda en alcanzar una altura de 1,200 ft?
Si algin resultado no es real, analiza el significado con el apoyo de tu
maestro.

Relacion entre la funcién y la ecuacion cuadraticas

Sin duda habris observado la trayectoria de un flujo de agua como el de una
fuente. ;Qué forma tiene? Esa trayectoria se conoce como pardbola y corres-
ponde a la grifica de una ecuacion que llamaremos funcién cuadritica y que

219
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tiene la forma y = ax” + bx + ¢ . Esta ecuacion puede graficarse al igual que la de
la linea recta; es decir, asignamos valores a x para encontrar los valores corres-

pondientes de .

Cuando y =0, obtenemos la ecuacion cuadritica ax” + bx + ¢ = 0 que hemos

venido estudiando hasta ahora.

Laformamassencilladeestasecuacioneses y = x*;aqui, a=1, b=0 y ¢=0,

y la grifica se obtiene a partir de una tabla como la siguiente;

x y=—x (% y)
-2 (-2)* =4 =2, 4
- (-1’ =1 (-1, 1)
0 0)* =0 (0, 0)
1 ay =1 1,1
2 (2’ =4 2 49

Y

Raiz (y=0)

Se grafican los puntos (x, y) en el sistema coordenado y se dibuja una curva
suave que pase por ellos. El resultado es la grafica de la parabola mostrada en la
figura contigua a la tabla. Por cierto, fijate que tiene una sola raiz real o solucién,

el punto (0,0).
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Efecto del parametro aen el ancho
y la concavidad de la parabola

Ahora marca los puntos incluidos en la tabla que corresponden a la parabola
y=-x"y observa detenidamente lo que ocurre con la gréfica.

221

) ¢ y=-x? (% y) =%
-2 ~-2)’=—4 -2, -4)

-1 —(-1y =-1 -1, -1

0 0y =0 (0, 0)

1 —(1)’ =-1 a -1

2 -2y =—4 2 -4

Tu conclusién debe ser que ahora la pardbola abre hacia abajo; esto es
porque a < (. Por lo tanto, la grafica de una ecuacion cuadrética de la forma
y=ax’ + bx+c es una paribola que

1. se abre hacia arriba si a>0. 2. se abre hacia abajo si a < (.

Ahora reflexiona sobre lo que ocurre cuando 4 es un niimero entero y cuando
a es una fraccion.

yA yA

L 4
XYy
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Como puedes ver, sia es un niimero entero, la grifica se alarga verticalmen-
te; si a es una fraccion, la grafica se alarga horizontalmente.

Forma estandar de la funcion cuadratica

Para comprender la forma estdndar u ordinaria de la funcion cuadrdtica, compa-
remos su ecuacién y=ax” +bx+c con el desarrollo de la expresién estdndar
y=a(x-h) +k.

vA

y=ax—h) +k

y=a(x’-2xh+ )+ k \ /
y=ax’ —2ahx+(ah’ +k) /

Vértice (h, k)

xY

y=ax’ +(=2ah)x+(ah’ + k)

Si igualamos las dos expresiones,

y=ax’ +(-2ah)x+(ah’ + k)= ax’ + bx +¢

Ahora hacemos b=-2ah y ¢ = ah® + k, y tenemos que

b

S k=c—al?
2a y c—ah

h=

Las coordenadas (A, k) son las coordenadas del vértice de la parabola y re-
presentan el punto minimo o méximo, dependiendo de si la concavidad es hacia
arriba o hacia abajo, respectivamente.

Ejemplo:

Escribe en su forma estandar la funcién cuadratica y = 2x* —4x +3.
Solucion:

Aqui, a=2, b=-4y ¢=3; por lo tanto,
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k=c-ah’=3-2(1)’ =1

V(1,1)
El vértice de la paridbola se ubica f
en V(L 1). La pardibola abre hacia arriba
porque a>0.
La forma estindar de la pardbola es
y=2x" —4x+3

y=2x-1)*+1

Para graficar, basta con evaluar la funcién en un valor menor que A
v otro mayor. Por ejemplo:

Si x=0, entonces, y=2(0-1)*+1=3, por lo tanto, otro punto de la gra-
fica es (0,3).

Si x=2, entonces, y=2(2-1) +1=3, por lo tanto, otro punto de la gri-
ficaes (2, 3).

E‘#—::
Evidencias de aprendizaje
1. Se nos da la grifica de la funcién cuadrética ¥ =x”+1. Dibuja la grafica de
y=—x"+1,

y=x'+1

223
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2. Asocia cada funcidon con su gréfica y escribela debajo del dibujo corres-

pondiente.
1
a) y=x +6x+10 b) y=§x2+2x+4 c) y=2x"+12x+19
VA YA YA
X X X
af al o
< <« <

3. Asociacada funcién con su grifica y escribelaenlaforma y = ax® + bx +¢

debajo del dibujo correspondiente.
@) y=3x-1>-4 b) y=(x-37-2 o) y=-%(x+z)z+4
v4 YA yA

? EmEmymE) \

<
XY
%y
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4. Dada la funcién ¥ =x+2x-3, escribela en su forma y =a(x—h) +k y
traza su grafica.

'Pdl

5. Dada la funcién y =3+2x—x’, escribela en su forma y =a(x—h)* +k y
bosqueja su grafica.

.y‘

6. En un concurso para ver quién lanzaba mas alto una pelota de béisbol, el
ganador lanzd la bola con una velocidad vertical de 28 metros por segun-
do. Determina la altura méxima que alcanzo la pelota. Sugerencia: Utiliza
la expresién h=5 +v .
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7. Se desea disefiar una fuente de forma que las gotas de agua alcancen una
altura méaxima de 10 metros en un tiempo de 2 segundos. ;Cudl debe ser la
velocidad de salida del agua? Sugerencia: Utiliza la expresién h=5" +v,t.

Raices de la ecuacion cuadratica ax2+ bx+ c=0

La siguiente figura nos ilustra que cuando una pardbola corta dos veces el eje x
tiene dos soluciones reales; cuando lo toca una sola vez, tiene una solucion real;
y cuando no lo cruza, no tiene solucion. A estas soluciones se les llama raices de
la ecuacién.

Raices e &
J /
7 x

\/ % Flalz\_/ X

Dos soluciones Una solucién Ninguna solucién

k.

Interpretacién de la formula cuadratica

La técnica de completar el trinomio cuadrado perfecto es muy qtil porque nos
sirve para obtener las raices o soluciones de cualquier ecuacién cuadrética de la

forma ax® +bx+c=0.
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Veamos el procedimiento para determinar la férmula que nos permita resol-

ver cualquier ecuacion cuadrética.
Partimos de la ecuacion general

ax’ +bx+c=0

Primero, pasamos la constante ¢ al lado derecho y dividimos ambos lados de

la ecuacion entre a para obtener
b ¢
X H—x=——
a a

2
Ahora completamos el cuadrado sumando en ambos lados (;J ,que esel
a

cuadrado de la mitad del coeficiente de x.

2
o ) O
a 2a a |2a

b J—4ac+b2_i\fb2—4ac
44 2a

po_ b Vb -dac
2a 2a

L=obt Vb* -4ac
2a

Formula cuadratica

Cuadrado perfecto.
Simplificamos.

Obtenemos la raiz
cuadrada.

b
Restamos —.
2a

Simplificamos.

Las raices o soluciones de la ecuacion cuadritica ax® + bx + ¢ = 0, donde

a# 0, son

b+ b —4dac

2a

227
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Ejemplos:

Determina las soluciones de cada ecuacion.

1. 3x*-5x-1=0:

Solucion:

Observa la secuencia de la siguiente tabla.

Identifica los valores de a, Sustituimos a, by cen la Soluciones
by cen la ecuacion. formula cuadratica.
3x’ -5x-1=0 o —5)® —4(3)-
x D 5; 4(3)(-1) =5+;/3_7=1_84ﬂ
a=3, b=-5 c=-1 %)
b L =379 o 15046
6 6
L V37
6
2, 4 +12x4+9=0
Solucién:
Identifica los valores de a, Sustituimos a, by cen la Soluciones
by cen la ecuacion. formula cuadratica.
45’ +12x+9=0 —124(12)? — 4(4)(9)
- S0 4ooi2__3
a=4, b=12, ¢=9 8 2
—124+144 -144 En este caso, hay una
= 3 solucidn.
-12




3, x24+2x+2=0

Solucion.
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Identifica los valores de a,
by c en la ecuacion.

Sustituimos a, by cen la
formula cuadratica.

Soluciones

x*+2x+2=0

a=1 b=2, ¢=2

- V()" -4(1)2)

2(1)

po 2 Ja-8
- 2

x_-ziﬁ
2

L2t

2

R

La solucidon no existe en los
nlimeros reales.

Siempre que resolvamos una ecuacién cuadratica ax” + bx + ¢ =0, es conveniente observar bien
el término A" —4ac, que en matematicas se llama discriminante. Como en los tres ejemplos que
acabamos de ver, si b’ —4ac >0, existen dos soluciones; si b* —4ac = 0, hay una sola solucién; y
si b” —4ac <0, no hay solucién en el campo de los niimeros reales y el resultado se llama solucién
imaginaria. Resumamos lo anterior.

Discriminante

El discriminante de la ecuacion cuadritica general
ax’ +bx+c=0es D=5b" —4ac y se comporta de la si-

guiente manera:

1. Si D >0, la ecuacion tiene dos soluciones reales.

2. Si D=0, laecuacion tiene una solucion real.
3. Si D<0,laecuacion no tiene solucion real.

Aplicaciones

Una institucién financiera garantiza que por cada $1,000 de inversién, sus clientes
recibiran $1,210 al final de 2 afios. ;Cudl es la tasa de interés si se capitaliza anual-
mente? Sugerencia: Utilizalaformula 4= P(1+i) donde 4=1,210 y P =1,000.
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Solucién:
Sustituimos 1,210 = 1,000 (14 i), por consiguiente,

1,210 _

1+i)* =
(i) 1,000

12

1+i=+1.2 , porlo tanto, i=+12 —1=0.095

La tasa de interés es del 9.5% anual.

Evidencias de aprendizaje
Para cada ecuacién determina las soluciones reales, si es que las hay.

1. x*—2x-8=0

Identifica los valores de a, Sustituimos a, by cen la Soluciones
by cen la ecuacion. formula cuadratica.

2, X +12x+27=0

Identifica los valores de a, Sustituimos a, by cen la Soluciones
by cen la ecuacion. formula cuadratica.
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3. 2x*+7x+3=0

Identifica los valores de a, Sustituimos a, by cen la Soluciones
by cen la ecuacién. formula cuadratica.

4, x'—5x+1=0

identifica los valores de a, Sustituimos a, by cenla Soluciones
by cen la ecuacion. formula cuadratica.
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5, 2x°-9x-5=0

Identifica los valores de a, Sustituimos a, by cen la Soluciones
by cen la ecuacion. formula cuadratica.
Aplicaciones
1. Un objeto se deja caer desde una altura de 320 metros. ;Cuantos segundos
tardara en llegar a la superficie?

2. Elcuadrado de cierto niimero positivo es 4 veces el mismo nimero mas 5,
Encuentra el niimero.
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3. Un objeto se arroja hacia abajo con una velocidad inicial de 3 metros por
segundo, ;cudnto tiempo tardard en recorrer 8 metros?
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MTDEVALUAGION PARA EL BLOQUE 10

Considera tu desempefio como estudiante ¢ indica la frecuencia con que ocurre la
accion que se describe, anotando en €l cuadro el nimero correspondiente

® 0 Nunca @ 5 Algunas veces @ 10 Siempre

CONOCIMIENTOS
Después de estudiar el bloque, ;adquiriste los conocimientos que te permiten

* identificar la relacién entre funciones y ecuaciones cuadriticas?

*  reconocer la ecuacion en dos variables y = ax” + bx + ¢ como la
forma de la funcién cuadrética, y las ecuaciones en una variable
ax® + bx + ¢ como casos particulares de la anterior?

*  escribir la funcidn cuadratica en la forma estandar
y=a(x— h) + k para trazar la grifica?

» comprender ¢l efecto del pardmetro a en el ancho y la concavidad
de la pardbola, y asociar las intersecciones con el gje x de ésta con
las raices de ax” + bx +¢ = 0?

+  interpretar la formula cuadratica?

HABILIDADES
Al finalizar el bloque, ;desatrollaste las habilidades que te permiten

* resolver ecuaciones cuadraticas por métodos numéricos y
graficos?

* representar y resolver situaciones mediante ecuaciones y
funciones cuadréticas?

» pasar de ecuaciones a funciones cuadraticas y viceversa, al
representar y solucionar diversas situaciones?

* gjecutar instrucciones y procedimientos propios de las ecuaciones
cuadraticas de manera reflexiva?

* describir el proceso para hallar las soluciones de una ecuacién
cuadritica mediante la férmula general?

+ interpretar la naturaleza real o compleja de las raices a partir del
discriminante cuadratico?
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CALIFICACION. Cuenta el total de puntos que obtuviste en ambas tablas y
multiplica por 0.9. El resultado se interpreta de acuerdo con las siguientes cate-
gorias:

Menos de 59 60 a 69 70a79 80a 89 90 a 100

Deficiente Regular Bien Muy bien Excelente

Para autoevaluarte respecto a las actitudes y los valores, reflexiona sobre el
valor que agregaste a tu formacion educativa, desarrollo personal e interaccion
con los demas al estudiar el tema.
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Formulas matematicas

ALGEBRA
OPERACIONES ARITMETICAS
a
a(b+c)=ab+ac ﬂ=2+£ 8.6 0dthe £=E
c ¢ bd ¢ be
d
EXPONENTES Y RADICALES
a'a" =a™ ﬂ =g @y =a™ at= l"
a a
(ab)' = a'b" [ﬂ=‘;— Yab=¥a ¥b | o™ =da" =(Va)
¥z = e =a 1525
b b

FACTORIZACIONES ESPECIALES

a’-b =(a+b}a-b)

a’+b' =(a+bya -ab+b’) a’ -b =(a-b)a’ +ab+b")
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PRODUCTOS NOTABLES
(a+b) =a’ +2ab+ P (a+by =a +3a’b+3ab’ +b
(a=b) =a’ -2ab+ ¥ (a—by =a -3a’h+3ab’ - b
Teorema del binomio
(a+b)"=("]a"+["]a"~lb+["]a”52+---+( % Jab“+b"
0 1 2 n-1
e | Lt |=1.2:3 1
el W e R
FORMULA CUADRATICA VALOR ABSOLUTO
Siax?+ bx + ¢ =0, la solucidn Para toda a > 0, entonces
para x es | ‘
x|=a significaque x=a o x=-a
_ —b+ b —4ac
'r_'T |.r‘<:a significaque —-a<x<a
|x‘>a significaque x>a o x<-a
GEOMETRIA BASICA
FIGURAS GEOMETRICAS ELEMENTALES
Tridngulos Circulos Sector de circulos
H _ 2
Jrea=lbh=lab sen 6 Aegm T A'rea=lr2|9 s=rf
2 2 Perimetro=2wr 2
a :
hi ¢ r
[} :
b
I
Esfera Cilindro Cono

4 Area= 21 rh+2m r?
Volumen=—m r

3 Volumen = r*h e _
Area= 4 r? r lh

Volumen = %Jrr r’h

|







El contenido tematico de este libro esta disenado para cumplir con
los requisitos de un curso de matematicas bdsicas, en lo que respecta
a los conceptos de dlgebra, de acuerdo con el plan de estudios del
Bachillerato General.

Este libro se enfoca fundamentalmente en el desarrollo de las
competencias que deben caracterizar a un estudiante del nivel
medio superior, como eje principal en su formacion educativa. De
esta forma, la presente obra contribuye a desarrollar los conoci-
mientos, las habilidades, las actitudes y los valores que distinguiran
al alumno al concluir el estudio de la asignatura de Matematicas |
y que perdurardn a lo largo de su vida.

Ademas esta obra servirda para apovar y facilitar la gran tarea que
realizan los docentes durante el curso para desarrollar y ejecutar una
mejor planeacion de los materiales didacticos, en funcién del tiempo
y de las necesidades institucionales y sociales. Este libro, sin duda,
ayudard tanto a los profesores como a los alumnos a cosechar los
mejores frutos de su trabajo.
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